6.2 HOhere Ableitungen

Die Ableitung f'(x) einer differenzierbaren Funktion f(x) ist eine
Funktion, die unter bestimmten Bedingungen wiederum ableitbar ist. Durch
welteres Differenzieren gewinnt man die zweite (bzw. dritte bis n-te)
Ableitung (falls sie existieren).

Schreibweisen:
Wenn f(x) = y(x) genligend oft ableitbar ist (d.h. alle auftretenden

Ableitungen existieren), schreiben wir:

d*f  d?

y'() = () = —= = == y()



Entsprechend schreiben wir fur die hoheren Ableitungen:

v (x), y(4) (x), y(s) (x), ... ,y(") (x)

Definition 6.2:

Analog zu (6.1) heifdt dann

d‘l’l

o Y(%)
Differentialquotient n-ter Ordnung.



Beispiel 10:(s. Abb. 6.3)

Sel

dann ist

und

und

4 .X'3 x2

()= — -5~ +—+2
YX) = T T o Ty e,

y'(x) = 2x3 —5x% + x + 2
vy (x) = 6x% —10x + 1

y'""(x) =12x — 10.
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Abb. 6.3. Die Funktion f und deren 1., 2. und 3. Ableitung



Bemerkung 6.2:
In der Abb. 6.3 entspricht
f'(x) der Steigung der Tangente von f an der Stelle X,

f""(x) der Krimmung und

f""(x) der Anderung der Kriimmung von f an der Stelle x.



6.3 Kurvendiskussion

Far differenzierbare Funktionen liefern die Ableitungen Informationen tber
den Kurvenverlauf.

Dazu zunachst einige Begriffsbildungen:



Definition 6.3:
(1) Eine Funktion fhat an der Stelle x, € Df ein relatives Maximum, wenn

fur eine Umgebung U.(xy) = (xq — €, xy + €) Qilt:

f(x) < fxo) fiir alle x € U (x0)\{xo} =: Ue(x0)



Definition 6.3:
(1) Eine Funktion fhat an der Stelle x, € Df ein relatives Maximum, wenn

fur eine Umgebung U.(xy) = (xq — €, xy + €) Qilt:

f(x) < fxo) fiir alle x € U (x0)\{xo} =: Ue(x0)

(2) f hat ein relatives Minimum, wenn fr eine Umgebung
U.(xg) = (xg — &,x9 + €) qilt:

f(x) > f(xo) fiir alle x € U, (x0)\{xo} =: Ue (o)



Definition 6.3:
(1) Eine Funktion fhat an der Stelle x, € Df ein relatives Maximum, wenn

fur eine Umgebung U.(xy) = (xq — €, xy + €) Qilt:

f(x) < fxo) fiir alle x € U (x0)\{xo} =: Ue(x0)

(2) f hat ein relatives Minimum, wenn fr eine Umgebung
U.(xg) = (xg — &,x9 + €) qilt:

f(x) > f(xo) fiir alle x € U, (x0)\{xo} =: Ug(x0)
(3) f hat an der Stelle x, € Dreinen Wendepunkt, wenn

f""(xg) =0 und y"'(x9) # 0.



Es gilt der Satz:
Wenn f an der Stelle x, € Dy zweimal differenzierbar ist und es gilt

f'(xg) =0 und f""(xy) # 0,

« dann hat f an der Stelle x, einen relativen Extremwert, das heil3t ein
relatives Maximum oder ein relatives Minimum.



Es gilt der Satz:
Wenn f an der Stelle x, € Dy zweimal differenzierbar ist und es gilt

f'(xg) =0 und f""(xy) # 0,

« dann hat f an der Stelle x, einen relativen Extremwert, das heil3t ein
relatives Maximum oder ein relatives Minimum.

* Insbesondere hat f an der Stelle x, ein relatives Minimum, wenn
f""(xq) > 0, bzw. ein relatives Maximum, wenn "' (x,) < 0.



Es gilt der Satz:
Wenn f an der Stelle x, € Dy zweimal differenzierbar ist und es gilt

f'(xg) =0 und f""(xy) # 0,

« dann hat f an der Stelle x, einen relativen Extremwert, das heil3t ein
relatives Maximum oder ein relatives Minimum.

* Insbesondere hat f an der Stelle x, ein relatives Minimum, wenn
f""(xq) > 0, bzw. ein relatives Maximum, wenn "' (x,) < 0.

« Wenn f' an der Stelle x, einen Extremwert hat, dann hat f dort einen
Wendepunkt (= Nullstelle von f');






In einer e-Umgebung von x, sind alle Funktionswerte kleinee als das Maximum

Min _ol




Wenn f' einen Extremwert hat, dann hat f dort einen Wendepunkt ;




Wenn f"" eine Nullstelle hat, dann hat f dort einen Wendepunkt (Krimmung wechselt das Vorzeichen);
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Wennf'"" eine Nullstelle hat, dann hatf " dort einen Extremwert ;
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Abb. 6.4. Kurvendiskussion. Im Video LINK werden die Eigenschaften der Kurve diskutiert.
https://sn.pub/SoaeRZ
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Um den Kurvenverlauf einer Funktion zu analysieren, untersucht man die
Eigenschaften der Funktion zu folgenden Punkten:
(1) Definitionsbereich/Definitionslicken



Um den Kurvenverlauf einer Funktion zu analysieren, untersucht man die
Eigenschaften der Funktion zu folgenden Punkten:

(1) Definitionsbereich/Definitionslicken

(2) Symmetrie (gerade, ungerade), Periodizitat
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Um den Kurvenverlauf einer Funktion zu analysieren, untersucht man die

Eigenschaften der Funktion zu folgenden Punkten:

(1) Definitionsbereich/Definitionslicken

(2) Symmetrie (gerade, ungerade), Periodizitat

(3) Nullstellen, Schnittpunkte mit der x-Achse

(4) Pole (Nullstellen im Nenner)

(5) Relative Extremwerte (Maxima, Minima)

(6) Wendepunkte

(7) Asymptotisches Verhalten (wird ermittelt Gber die Grenzwerte
flr x - + o)

(8) Wertebereich



Beispiel 11:

Sel

—2x%+5
X3

flx) =

Wir diskutieren nun die Eigenschaften der Funktion. Dann gilt zu den
einzelnen Punkten:

(1) Der Definitionsbereich ist o, = r \{0}, da bel x = 0 eine Polstelle ist.

. . . __ gerade Funktion
(2) Die Symmetrie ist ungerade, da f(x) = wngerade Funktion



(3) Die Nullstellen werden berechnet mit

—2x° 45
f) =——3—=0

Daraus folgt

—2x°+4+5=0
und

5
—2x*+5=0 =>x2=§,

also sind

X1, = +./2,5 = +1,58
Nullstellen von f.



(4) Pole: Bei x, = 0 ist eine Polstelle mit Vorzeichenwechsel (Nenner Ist
ungerade).

(5) Relative Extremwerte (Maxima, Minima):

_ 2
Die erste Ableitung ist f'(x) = 15;;236
Dann gilt
—15 + 2x?
f’(X) — 4 =0,

daraus folgt

15
2x% —15=0 und x2=7.



Also sind

Xy =++7,5 =4+2,74 und x5=-—7,5 =-2,74

. kritische‘ Punkte.
Mit

A2

f”(x) _ 60 — 4x

5

folgt (x, eingesetzt):
—30 + 60
f’,(X4_) — — 0,19 > 0

2,745



Damit ist bel x, ein relatives Minimum mit dem Funktionswert

—2x,%+5
Va = f(xy) = 3 = —0,49.
X4
Ebenso gilt (xs eingesetzt):
" )_—30+60_ 019 < 0
fPxs) =0 =0
Damit ist bei x: ein relatives Maximum mit dem Funktionswert
—2X52 +5
Vg = f(XS) — — 0,49




(6) Die Wendepunkte werden berechnet mit

60 — 4x?
') =——5—=0
Dann folgt:
60
—4x°>+60=0 und x? =
Somit sind

,.Kritische Punkte fiir Wendepunkte.



Mit der dritten Ableitung

12x%-300
) = F
folgt
2
flll(x6) 12.7(,'; 6300 . _0,03 7’: O
6
und




Somit sind
Xe = +3,87 und x, = —3,87

Wendepunkte mit den Funktionswerten

_ 2
Ve = fxg) = 228 *> = 0,43 und

x63

—ZX72+

X73

> = 043

y; = f(x7) =



(7) Das asymptotische Verhalten bel x — +oo wird ermittelt Gber die
Grenzwerte

2 5
—2x%+5 TxT3 )
f(x) = 3 = 1 >0 flir x —» too.
(8) Der Wertebereich ist
DW — R,

well die Funktion einen ungeraden Pol hat.

Die grafische Darstellung zum Beispiel 6.4 ist die Abb. 6.
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Abb. 6.5. Kurvendiskussion: Beispiel 6.4

WP,



