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Vorbemerkung

Die Menge der Zeitdarstellungen M, sowohl als auch die Menge M der
zugehorigen Frequenzdarstellungen sind lineare Raume mit weiteren Strukturen
(genauer : Hilbertraume™) ), d.h. Addition und Multiplikation mit Skalaren sind
definiert. Ebenso gibt es in beiden Raumen die einfache Multiplikation

zweier Funktionen.

j_o:of(t)dt < oo}

*) z.B. Signale mit endlicher Energie L? = {f



Die Fouriertransformation F bzw. ihre Riicktransformation F~1 sind
,Strukturerhaltende” eineindeutige lineare Abbildungen zwischen
diesen Raumen M, und Mp.

. eineindeutig, linear
F ist
strukturerhaltend



Die Faltungssatze

Der erste Faltungssatz besagt nun , dass die Multiplikation zweier
Funktionen f;(t) - f, (t)im Raum M, mit der Fouriertransformation F
in eine ,, Faltung” F; * F,(w) im Raum My abgebildet wird (Bis auf
einen Faktor 1/2Pi).

Entsprechend besagt der zweite Faltungssatz dass die Multiplikation
zweier Funktionen F;(w) - F, (w) im Raum My mit der Fourier-
Ricktransformation F~1 in eine , Faltung” f; * f5 (t) im Raum M,
abgebildet wird.



Abbildungseigenschaft der Faltungssatze

F 1 -
(1) f () (1) o °2ﬂ(F1(a))*Fz(a))) =: F(w)

D) F(@)FA(0) o L)% 6, (0) = 7)



Definition der Faltung

Im Zeitraum gilt

Fe)= £0)* £, = [f,(r)- f,(t-7)dz

(r > (t—r)=Spiegelung & Verschiebhu ng um t) — ,Faltung”
und analog wird im Frequenzraum definiert

F(w)= F(0)* F,(0) = | F,(u)- F,(o—u)du



Eigenschaften der Faltung :

Die Faltung = Ist

« kommutativ @ fxg=g=*f

* assoziativ fx(gxh)=(f*g)*h

* linear (af + Bg)*h=af xh+Bg+h ,fira BeR



Beispiel 5 (zur Faltung ) : Betrachte die beiden Funktionen

f() = re(t) = {1 fir te Q1] und  f,(6) = o(t)e ™t = {e‘t fir £ 20

0 sonst 0 furt<o

IIIII
111111

Dann ist
f~(t) =f (t)* f,(t) =re(t)*o(t)e " = j re(r)-o(t-7)e "dr

Es gibt dann 3 Falle:



Fall1: t<0 dannist f (t):=0daf,(z)und f,(t—7) disjunkten Trager haben.

! f,(7) f(t)
A




Fall 2: te [0,1] ,dannist

t t
f(t) =j1 e "dr= e‘tj e"dr=e'[e’] =e'[e'-1]=1-¢"
0

0

f()
A

\



Fall 3: + > 1 ,dannist

1 1
f (1) =I1 e " d 7= e‘t_[ e"dr=e"'[e’]"; =e ' [e—1]
0 0
t=3. ~
f,(1) f ()
A/ A




fi(7)

(t-7)

| I I T
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Also gilt :

0 fur t<0
f(t)=f,*f,(t)=4 1—-e* , furte[0]]
[e—-1]e™ ,fir t>1

Sixfa(D)
A




Beispiel 6 (Faltung der Dreiecksfunktion f mit sich selbst): VAN A_

Sei also

(t+1 |, flur te[-1,0]
f(t)=¢-t+1 fir te[0,1]
0 sonst

Dannist:  f(t)= f(t)* f(t) =jf(f) f(t—-7)dz

Und es gibt 6 Falle (analog zu Beispiel 5):

( 0 fir t< =2
t3 4
E+t2+2t+§ fir te[-2,—1] ‘
2 t3
) § — tz — ? fur t € [_110]
fO=F=NO =1 3 =
5= £2 4 - fir  t €[0,1]
t3 4 t
_Z+t2—2t+§ fir te[1,2]
\ 0 flir 2<t



t=-1.1

(1)
f(t+1)
f(r)f(t-1)

= -

T

fxf(t)
A

t=0.5

(1)

A

f(t-1)
f(T)f(t-1)

T

t

fxf(t)
A

\
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0
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Diracsche (Delta-) Funktion

Betrachte die Funktion
(

- E €
d.(t): = < 1/ fur te [_E’E]
\ 0 fur t sonst

)

wenn ¢ kleiner wird steigt der Wert 1 /¢ und die

E €&

Basis |-:.%]| wird schmaler

22

Im Grenzwert € — 0 entsteht eine ,verallgemeinerte
Funktion” o:

d.(t) - 6(t), fir e->0

0 heilst Diracsche Funktion oder Deltafunktion



1e

de(t)

-€[2

€l2
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Formale Defintion der Diracschen (Delta-) Funktion §(t)

& wird definiert durch die Eigenschaften:

(1) o(t)=0 fur t =0

4 00
(2) j S(t) dt =1

Formale Schrelbwelse :

0 fur t=0
o(t) = .
o fur t=0

Verschobene 6 (t) Funktion :

St—t) = 0 fur t =t
7 1o fiir t, =t



Eigenschaften der 6 Funktion

Faltung mit §: f(t)*=o(t)= f (1)

Das heilst die Deltafunktion § bildet beztglich der
Verknupfung * die ,,Eins*

Insbesondere gilt F(t)=o(t-1))= (1)



Fouriertransformation der Deltafunktion:
j S(t) e 1 dt = e° = l(w)

das heildt:

T

o(t) —e1(w)

und es folgt*):
j:'

1(t) o—e 27-6(w)

") s. Vertauschungssatz 3.2,



Beispiel 3 (Fortsetzung): (Heaviside Funktion)
Mit etwas Aufwand kann man nun auch zeigen, dals auch die
Heaviside Funktion eine Fouriertransformierte hat:

Heaviside Funktion
y

1

Dann gilt:

f(t)={0 fir t<0 " | pl) = — 41 8w)

1 furt= 0 Jjw



o-Funktion Re
fit /

o(t) F i + mé(w)



