2 Elementare Funktionen
und grundlegende Formeln



In diesem Kapitel werden die elementaren Funktionen und Formeln
vorgestellt, die zentrale Bedeutung fur die Formulierung von technischen
und physikalischen Zusammenhangen und Abhangigkeiten haben.
Themen sind

* Begriff einer Funktion

* Darstellungsformen von Funktionen

» Wichtige Beispiele: sin, cos, sinh, cosh, exp.

* Umkehrfunktionen

* Darstellung in Polarkoordinaten



2.1 Elementare Funktionen

Die wesentliche Eigenschaft von Funktionen ist die Eindeutigkelt, das heilt,
dass einer Grol3e genau eine davon abhéngige Grolie zugeordnet wird.

Die verschiedenen GrofRen werden daber mit reellen Zahlen beschrieben.
Funktionen sind also Abbildungen zwischen reellen Zahlen.



Definition :
Eine Funktion ist eine Abbildung f: R — IR, das heil3t, eine eindeutige
Zuordnung einer reellen Zahl x zu einer anderen reellen Zahl y = f(x).

Das heif3t formal:
Aus f(x1) # f(x;) folgt x; # x5, x1,x, € Dy.

Die Menge der xe R, die abgebildet werden, heil3t Definitionsbereich
Dy, und die Menge der Bildpunkte heif3t Wertebereich We. x heifst dann
unabhangige Variable und y heildit abhangige Variable.

Schreibweise: fix >y =f(x),x € Df
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Keine Abbildung( nicht eindeutig)



2.2 Darstellung von Funktionen

Funktionen kdnnen mathematisch auf verschiedene Weisen dargestellt
werden:

* Explizite Darstellung
* Implizite Darstellung
 Parameter Darstellung



Explizite Darstellung y = f(x)

y = f(x) =+/x,x € [0,00) y=f(x)=—/x,x€[0,00)

Der positive und negative Zweig der Wurzel sind 2 verschiedene Funktionen!



Explizite Darstellung y = f(x)

y=f(x)=+v1—-x%x€[-1,1] y=fkx)=—-Vv1—-x%x€[-1,1]

Der positive und negative Zweig der Kreisfunktion sind 2 verschiedene Funktionen!



Explizite Darstellung y = f(x)

-

2

y=f(x)=x*x€eR y=f(x)=e* ,x€eR

Parabel und Gaulsche Glockenfunktion



Implizite Darstellung F(x,y) =0

y

'

Fx,y)=y>+x*-1=0 Fix,y)=y*—x=0

Implizite Darstellungen kdnnen sich aus mehreren expliziten Zweigen
zusammensetzen!



<
e

y=f(x)=%,xE]R%\{O} Fix,y)=xy—-1=0

Hyperbelfunktion (explizit) gedrehte Hyperbel (implizit)



Parameterdarstellung

Wenn die Koordinaten x und y Funktionen eines Parameters t sind, entsteht eine
Parameterdarstellung.

Dies dient z.B. zur Darstellung von zeitabhangigen Bewegungen im zweidimensionalen oder
dreidimensionalen Raum:

Die gemeinsame Variable der beiden expliziten Funktionen x(t) und y(t) hei3t Parameter.

Beantwortet die Frage: Wo ist das Objekt wann?



Beispiel 2.11: Schiefer Wurf

x(t) =1
( ) 21 t € [011]
y() =t—t
x(t)=t
X
A
y
A
» {
t=0.9 y(t)=t-t2
y
A
> t

http://sn.pub/ocAskH
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Beispiel 2.12: Kreis (zwei Durchlaufe)

x(t) = cos(t)
y(t) = sin(t)}’ t € [0,4m)
Die beiden Koordinaten x und y sind Kosinus- und Sinusfunktionen mit der gleichen Frequenz tiber zwei Perioden

x(t)= cos(t)
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y(t)=sin(t)
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x(t) = cos(5t)

Beispiel 2.13: Lissajous-Figur y(t) = sin(3t)

}, t € [0,41]

Die beiden Koordinaten x und y sind Kosinus- und Sinusfunktionen mit verschiedenen Frequenzen. Dies fihrt zu einer Kurve
mit finf Maxima in x-Richtung und drei Maxima in y-Richtung .

x(t)=Cos(5t)

fAnp?

y

>

VUV VY

X y(t)=Sin(3t)

\ |

http://sn.pub/pTOSqgi [=1;
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Beispiel 2.14: 3D-Lissajous-Figur
x(t) = cos(5t)
y(t) = sin(7t) p,t €[0,2m]
z(t) = sin(t)
Die drei Koordinaten x, y und z sind Kosinus- und Sinusfunktionen mit verschiedenen Frequenzen.
Dadurch entsteht eine Kurve im Dreidimensionalen mit finf Maxima in x-Richtung, sieben Maxima in y-Richtung und einem
Maximum in z-Richtung .

x(t)=cos(5t)
X

y(t)=sin(7t)

z(t)=sin(t)
z

http://sn.pub/OOBBCO OfAs 5
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Beispiel 2.15: 3D-Spirale

x(t) = cos(t)
y(t) = sin(t) p,t € [0,47]
z(t) =t

Die Koordinaten x und y sind Kosinus- und Sinusfunktionen mit der gleichen Frequenz und die z-Koordinate ist linear

abhangig von t. Dies beschreibt eine Spirale im Dreidimensionalen.
x(t)=Cos(t)

>

y(t)=Sin(t)

<

z(t)=t

N

http://sn.pub/qTfWIly
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Die Umrechnung einer (2D-) Parameterdarstellung

x(t)

y(t) } L€ [tl; tZ]

In eine explizite Darstellung
erfolgt in zwel Schritten:

1. Schritt: Auflosen der Funktion x(t) nach t, falls moglich. Das
ergibt t(x), die Umkehrfunktion von x(t), s. Kap. 2.2.

2. Schritt: Einsetzen von t(x) in y(t) = y(t(x)) = ¥(x). Damit hat
man y(x) explizit.



Beispiel 2.16:

1. Schritt: Auflosen der Funktion x(t) nach t: t(x) = x4, x € [0,1].
2. Schritt: Einsetzen: y(t(x)) = (x?)? = x*, x € [0,1].
Somit ist §(x) = x*, x € [0,1].

Wie bei der impliziten Darstellung ist diese Umrechnung nicht immer eindeutig.
Es kommt vor, dass sich zwel (oder mehr) explizite Funktionen ergeben oder dass
die Auflosung nach t nicht moglich ist (s. Beispiele 2.13, 2.14 und 2.15). Dann
gibt es keine explizite Darstellung.



2.3 Die Umkehrfunktionen

Es gibt oft auch das umgekehrte Problem, dass man die Zuordnung f: x — y
umkehren will zu y - x. Dann sucht man die Umkehrfunktion f~. Diese ist
aber nur dann wieder eine Funktion, wenn einerseits f injektiv (eineindeutig)
ISt, das heil3t,

aus x; # X, folgt f(x1) # f(x2), x4, %, € Dy,

und andererselits surjektiv ist, das heil3t, jeder Wert im Bildbreich ist
Bildpunkt von f .



Eine Abbildung, die injektiv und surjektiv ist, heit mathematisch bijektiv.
Damit haben wir:

f bijektiv & f umkehrbar < es existiert f 1

Dabel ist der Definitionsbereich D-1von f ~*gleich dem Wertebereich W
von f.

Definition 2.2:
Wenn f eine bijektive Funktion ist, dann heif3t sie umkehrbar.



Nicht alle Funktionen sind umkehrbar, z.B. ist
y(x) = f(x) = x?, x € R
nicht umkehrbar, da nicht injektiv (s. Abb.). Das heilit, es gibt

x1 # X mit f(x1) = f(x3).

y

A




Satz 2.1:
Eine Funktion f ist umkehrbar, wenn sie streng monoton wachsend oder streng

monoton fallend ist

Wenn man von einer umkehrbaren Funktion f: x — y die Umkehrfunktion f~1
bestimmt, hat man eine Abbildung f~1:y — x. Das heift: y ist die unabhéangige
Variable und x die abhangige Variable.

Konventionell sollte aber im Funktionsbegriff y abhangig von x sein. Daher
werden die Variablennamen in einem 2. Schritt vertauscht.



Damit haben wir zwel Schritte:
Bestimmung der Umkehrfunktion
1. Schritt: Auflosenvony = f(x) nachx=f"1 (y) = g(y)

2. Schritt: Variablentausch x <> y:y = f~1 (x)= g(x)



Beispiel 2.17:
Bestimmung der Umkehrfunktion der Geraden

y=f(x)=2x—1, De=10,3], We=[—-1,5]

1. Schritt: Auflosen von y = f (x) nach x:

x = f~1(y) :§+§, Ds-1=[~1,5], W,-1=[0,3]

2. Schritt: Variablentausch x < :
— 1
y — f 1(}(') — g + E, Df—1= [—1’ 5]’ Wf_lz [O, 3]






Durch den Variablentausch werden auch Definitionsbereiche und Wertebereiche
vertauscht, d.h. es gilt:

Wenn also
y=fx)=2x—1, Ds=10, 3], We=[-1,5],
dann ist

y=f"1(x) =

N | X

+%, Di-1=[-1,5], We-1=10,3].



Beispiel 2.18: Umkehrfunktion der einseitigen Parabel (s. Abb.)

A A

f(x)

f'(x)




Wenn die Funktion nur auf der positiven Achse definiert ist,
y=f(x)=x2, szR-l—,Wf:]R-l_,
dann kann man eine Umkehrfunktion definieren:

y=g()=f1()=Vx  Dg=R" Wy =R



Beispiel 2.19: Umkehrfunktion der e-Funktion

y
A A

f(x)

' (x)




Die Exponentialfunktion
y=f(x)=e* D =R, Wy =R"

ISt streng monoton wachsend und hat eine wohlbekannte Umkehrfunktion, die
Logarithmusfunktion:

y=gx)=f""'(x) =In(x), Df-1=R", W1 =R



Die Umkehrfunktion von f entsteht grafisch,
indem man den Graphen von f (d.h. alle Punkte x, f (x) € R?)
an der Hauptdiagonalen y = x spiegelt:




2.4 Trigonometrische Funktionen

Wir bemerken zunachst: Winkel werden in zwel verschiedenen Mal3en
gemessen: mit dem Bogenmalf b in rad und mit dem Gradmald ¢ in °.

A

r=1




Achtung : Die falsche Wahl der Winkelmalie ist
ein sehr haufiger Fehler bel Benutzung von
Taschenrechnern!



Die Umrechnung erfolgt mit der Formel

2T

= 270 -
360
Der Vollkreis mit dem Radius r = 1 hat den Winkel 2z im Bogenmalf3 und

360° Im Gradmal?.

In einem rechtwinkligen Dreieck sind die Winkelfunktionen

(trigonometrische Funktionen) flr a € [O, g] wohldefiniert (s. unten).

Die besondere Eigenschaft der Winkelfunktionen ist, dass sie nicht von der
Grofe des Dreiecks abhangen.



a= h sin(a)

b
cota:=-—
a



Darstellung trigonometrischer Funktionen als Kreisfunktionen
Wenn die Hypotenuse h = 1 ist, dann gilt sina =a und cosa = b.

Diese Definitionen kdnnen auch erweitert werden, wenn der Winkel ¢ = 90°
Uberschreitet. Dann ist die Hypotenuse der Radius eines Einheitskreises.

Wenn man sin a und cos a Uber der Achse a € R als Funktion von « auftragt,
entstehen die periodischen Kreisfunktionen sin @ und cos a mit der Periode 2m
(s. Abb. unten).

Deshalb heifen sin @ und cos a Kreisfunktionen.



icos(a)

Sinus- und Kosinusfunktionen als ,,Kreisfunktionen‘. Im Video link wird durch die zeitliche Animation der
Zusammenhang zwischen Winkelfunktionen und ihrer Kreisdarstellung sichtbar.
http://sn.pub/KZIjGr
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Ebenso kann man die anderen Trig. Funktionen tGber der reellen Achse mit der
unabhangigen Variablen x € R auftragen:.

LY

A

Sin(x)




Ebenso kann man die anderen Trig. Funktionen tGber der reellen Achse mit der

unabhangigen Variablen x € R auftragen:.

A

Sin(x)

sin a
D R
W [-1,1]
Periode 2T
Symmetrie ungerade
=Pi
Nullst {km}
Pole
Maxima {n/2 + 2km}
Minima | {3711/2 + 2km}




Ebenso kann man die anderen Trig. Funktionen tGber der reellen Achse mit der

unabhangigen Variablen x € R auftragen:.
y

A




Ebenso kann man die anderen Trig. Funktionen tGber der reellen Achse mit der

unabhangigen Variablen x € R auftragen: cos a
y

A D R

W [-1,1]
Periode 2T

Symmetrie gerade
7 ' T ' > X
> T Y 2m Nullst {m/2 + km}
Pole
-1}
Maxima {2k}

Minima | {m+ 2km}



Ebenso kann man die anderen Trig. Funktionen Gber der reellen Achse mit der

unabhangigen Variablen x € R auftragen:.

fana : =

SIn @

coS &



Ebenso kann man die anderen Trig. Funktionen tGber der reellen Achse mit der
unabhangigen Variablen x € R auftragen:.
tan o
D R\{m/2 + km}
W R
Periode T
Symmetrie ungerade
I =X
4 Fy 4 Nullst {km}
Pole {m/2 + km}
-1t
Maxima




Ebenso kann man die anderen Trig. Funktionen tGber der reellen Achse mit der

unabhangigen Variablen x € R auftragen:.
y

A Cot(x)

coS &

cota:= —
SINn A

—
T




Ebenso kann man die anderen Trig. Funktionen tber der reellen Achse mit der

unabhangigen Variablen x € R auftragen: cota
y
A Cot(x) D R\tkm}
W R
|
Periode s
| mr;\etrie ungerade
2 " 2 i Nullst (/2 + k)
B Pole (k)
Maxima
Minima




Ebenso kann man die anderen Trig. Funktionen tGber der reellen Achse mit der

unabhangigen Variablen x € R auftragen:.
y

A Tan(x) Cot(x)

Trigonometrische Funktionen



Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen

sin a cosa tan a cota
D R R R\{r/2 + km} R\{km}
W [-1,1] [-1,1] R R
Periode 2T 2T [ [
Symmetrie ungerade gerade ungerade ungerade
Nullst {km} {m/2 + kn} {km} {m/2 + km}
Pole - - {m/2 + km} {kn}
Maxima {n/2 + 2km} {2km} - -
Minima {3m/2 + 2km} {m + 2kmn} - -

far

k € Z



Quadranten (Vorzeichen) Regel

11 IV
| Quadrant Il Quadrant Ill Quadrant IV Quadrant
sin a + + ) )
cos + ) + )
tan a + _ _ +
cota + _ _ +




Wichtige Eigenschaften und Folgerungen der trigonometrischen Funktionen

e Symmetrien

(2.2) sin(—x) = —sinx  Sinus ist ungerade.
(2.3) cos(—x) = cosx Kosinus ist gerade.



Wichtige Eigenschaften und Folgerungen der trigonometrischen Funktionen

e Symmetrien
(2.2) sin(—x) = —sinx  Sinus ist ungerade.
(2.3) cos(—x) = cosx Kosinus ist gerade.

o \Wenn wir mit j die imaginare Einheit (J2 = -1) bezeichnen (s. Kap.3), ergibt sich
die Eulersche Formel:

(2.4) et = cosx +jsinx

“Eulers wunderbare Formel* wurde 1740 entdeckt (s. T. Needham)



Die Eulerschen Gleichungen.
Durch Addition bzw. Subtraktion der beiden Gleichungen (2.4) ergeben sich die
komplexen exponentiellen Darstellungen von sin x und cos x:

e)* — e7¥
(2.5) sinx = :
2)
und
¥ + e )X
(2.6) COS X = >

Die Gleichungen (2.5) und (2.6) hei3en auch Eulersche Gleichungen.
(Geometrische Begrindung s. spater)



Daraus folgen die Additionstheoreme fur Sinus und Kosinus
(s. Ubungen):

(2.7) sin(x + y) = sinx cosy * cosx siny

(2.8) cos(x £+ y) = cosxcosy + sinxsiny
: oy — X7V qin (XY

(2.9) sinx + siny = ZCOS( > )sm( . )

Ebenso folgt die Formel von Pythagoras

(2.10) cos(x —x) =1 = cos? x + sin® x



Wir ,,beweisen‘ das Additionstheorem fr Sinus mit Hilfe der komplexen

exponentiellen Darstellungen (mit (2.5 ) und (2.6) von sin x und cos x:
Behauptung (2.7): sin(x + y) = sinxcosy + cosxsiny

Betrachte

. el¥—e=IX eV te=IY 1, (x— [ (— —
sinxcosy = ( > ) (— )=4—j(e1(x+3’)+ el (=Y. gi(=X+Y)_ o =J(X+¥))




Wir ,,beweisen‘ das Additionstheorem fr Sinus mit Hilfe der komplexen

exponentiellen Darstellungen (mit (2.5 ) und (2.6) von sin x und cos x:
Behauptung (2.7): sin(x + y) = sinxcosy + cosxsiny

Betrachte

: eJ¥—g=JX
sinxcosy = ( T

) (e L ()4 @i Y) i (XY gmiCeEI
2 4]

. el¥ye=I*  elV—e=JY 1, (X — [ (— —
cosxsiny = (———)( > ):4—]_(31(95"'3/)_3](95 V)4 el (=x+Y)_ g =i (x+¥))




Wir ,,beweisen‘ das Additionstheorem fr Sinus mit Hilfe der komplexen

exponentiellen Darstellungen (mit (2.5 ) und (2.6) von sin x und cos x:
Behauptung (2.7): sin(x + y) = sinxcosy + cosxsiny

Betrachte

jX_g=i%_ oY ie=iY . . . .
sinxcosy = (= zj ) & +2"’ ) = 411_ (€] M) 4 oY) eI CEY)_ o=i(x+Y))

cosxsiny = (e]x+ze_]x) (e]y;j_]y) = 41]_ (€7 CHW)- eI PV @I TFY). g =i (x+¥))
Addieren ergibt:

ej (x'l'y)—e_j(x'l'y)
2]

sinx cosy + cos x sin y= 4%_ (2e/XHFY)_ 2= T(¥HY)) = (



Wir ,,beweisen‘ das Additionstheorem fr Sinus mit Hilfe der komplexen

exponentiellen Darstellungen (mit (2.5 ) und (2.6) von sin x und cos x:
Behauptung (2.7): sin(x + y) = sinxcosy + cosxsiny

Betrachte

sinx cosy = (e]x;j ]x) (ejy+2" ]y) — eJ(x+y)+ e/()/y)_ ef(\\y)_ e I (x+y))

cosxsiny = (e]x+ze_]x) (e]y;j ) = v (ef(x+3’)- QM’H eﬂ\qy)_ e Tty
Addieren ergibt:

ej (x'l'y)—e_j(x'l'y)
2]

sinx cosy + cos x sin y= 4%_ (2e/XHFY)_ 2= T(¥HY)) = (

Somit gilt die Behauptung: /

sinx cosy + cosx siny = sin(x + y)



Darstellung einer zeitlichen Schwingung

Amplitude Phase Periode

f(t) =Asin(w t + @) mit w=2m/T

X

Zeit Frequenz




Anwendungen flur trigonometrische Funktionen

Uberlagerung (Addition) von Sinusfunktionen mit verschiedenen Frequenzen:

Wenn man Sinusfunktionen verschiedener Frequenzen mit ganzzahligem
Frequenzverhaltnis addiert, entstehen wieder periodische Funktionen.

Man spricht dann von Uberlagerung (oder Superposition) der Schwingungen.

Die Berechnung der Uberlagerung einer Schwingung mit einer Schwingung der
doppelten Frequenz (s. Abb.) ergibt sich aus dem Additionstheorem (2.9):

1 3
sin(wt) + sin(2wt) = 2 cos (E wt) sin (E wt)



Sin(t) Sin(2t)

Sin(t)+Sin(2t)

sin(wt) + sin(2wt) = 2 cos(0.5wt) sin(1.5 wt)

Uberlagerung von Sinusfunktionen (doppelte Frequenz fir @ = 1). In der CDF-Animation LINK kann man interaktiv die
Uberlagerung verandern. Nur mit CDF-Player abspielbar.
http://sn.pub/EFNEGmr
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Sin(10t) Sin(11t)

T T

y Sin(10t)+Sin(11t)

H th l t
! W I

11-10 11+ 10
sin(11t) + sin(10t) = 2 cos > t | sin 7 t

Ampl.Mo'dulation

Schwebung (Uberlagerung) von trigonometrischen Funktionen (&hnlicher Frequenz)



Amplitudenmodulation

Wenn man auf die Amplitude A einer Schwingung mit einer (Trager-) Frequenz
wT eine andere Schwingung mit kleinerer (Signal-) Frequenz w und der
Amplitude a < A addiert, entsteht eine Amplitudenmodulation (s. Abb.)

(2.12) f(t) = (a sin(wgt) + A) sin(wrt)
Ampl.Mbdulation




Sin(t) Sin(10t)
y y

WU LA
t TR TR

(1+.3Sin(t)) Sin(10t)

y

lllHlmHHl : (© = @sin(os0 + ) sinor)
IHHTIUY VL ||H[||HH Ampl Modulation

Amplitudenmodulation



Frequenzmodulation

Wenn man die Frequenz einer Schwingung mit der Frequenz wy periodisch mit
einer zweiten Frequenz w, periodisch verandert, entsteht eine sogenannte
Freqguenzmodulation (s. Abb.):

(2.13) f(t) = sin(wyt + (sin(wgt))



Sin(t) Sin(10t)
y y

t U RN
TR R ]

Sin(10t+(Sin(t))

‘ll, [ AV
‘l '[' ‘l

y

f(t) = sin(wyt + (sin(wgt))
t

Il
,'

Frequenzmodulation.
Im Video LINK werden die verschiedenen Modulationen akustisch animiert. http://sn.pub/XTS9C0
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Technische Anwendung

Amplitudenmodulation und Frequenzmodulation werden benutzt bei der
analogen Signaltubertragung, indem auf der Senderseite auf eine
Tragerfrequenz w ein Signal mit der Frequenz w, aufmoduliert wird, das
auf der Empfangerseite wiedergewonnen wird.



2.5 Arkusfunktionen

Da die trigonometrischen Funktionen periodisch sind, haben sie keine
.globalen* Umkehrfunktionen. Wenn man jedoch den Definitionsbereich
einschrankt auf geeignete Intervalle, in denen die Funktionen streng monoton
sind, kann man Umkehrfunktionen definieren (s. Abb.).

Diese Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen heif3en
Arkusfunktionen.

Die grafische Darstellung erhalt man durch Spiegelung an der
Hauptdiagonalen y = x.



Arcussinus Arcuscosinus

Arcustangens Arcuscotangens

y y
A

il o

Arkusfunktionen (grin) mit Kreisfunktionen (rot)



Arcsin(x)




Arccos(x)

:rr/




JE

Arctan(x)




Arccof(x)

SE




A

Arccos(x)
n /
Arcsin(x)
2
Arccot(x) N <
-1 1
Arctan(x)
T
2

Arkusfunktionen, zusammengefasst



2.6 Exponential- und Logarithmusfunktionen

Definition 2.4:
Die Funktion
(2.14) f(x)=b* x€eR firb>0

heilt Exponentialfunktion, wobei b Basis und x Exponent der
Exponentialfunktion heif3t (s. Abb. )

Speziell wenn b = e (Eulersche Zahl) ist, dann heifdt f (x) e-Funktion.

(2.15) f(x) = e, x € R



y(x)= b%, b1

Pt






Definition 2.5:
Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion heif3t Logarithmusfunktion

mit der Basis b

(2.16) g(x) = logy(x), x € RT — {0}

Speziell wenn b = e (Eulersche Zahl) ist, dann heif3t

g (x) Logarithmus naturalis.

(2.17) g(x) =log,(x) =:1n(x), x € R



y(x)= log,(x), b>1



y(x)= log,(x), b<1




y(x)= b
b<1
y(x)= log,(x), b<1
-1 1
v(x)= b”*, b:-s'"i/ -1
y(x)= log,(x), b>1

Exponential- und Logarithmusfunktionen



Einige Rechenregeln fir Exponentialfunktionen und Logarithmusfunktionen:

. bXbhY=bh*+Y



Einige Rechenregeln fir Exponentialfunktionen und Logarithmusfunktionen:

. bXbhY=bh*+Y

wegen [ if(x)=x=ff"1(x) gilt
. x = blogr(X)=1og, (b¥)



Einige Rechenregeln fir Exponentialfunktionen und Logarithmusfunktionen:

. bXbhY=bh*+Y

wegen [ lf(x)=x=x gilt
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Einige Rechenregeln fir Exponentialfunktionen und Logarithmusfunktionen:

. b*bY=Db**Y

wegen [ lif(x)=ff"1(x)=x gilt

. x = blogr(X)=1og, (b¥)

. log, (uv) =log,(u) +log, (v) , z.B.:

log,(2322) = log,(23) +log,(2%) =5

* log,(u™)=nlog, (u)

° log,, (Vr) = log,,(ul/™) = ~log, (u)



Jede Exponentialfunktion mit beliebiger Basis lasst sich als e-Funktion
schreiben:

(2.18) y = f(x) = b¥ = eln(b?) = ln(b)x x € R
Daraus folgt eine Formel fur den Wechsel der Basis beim Logarithmus:

In(x)
In(b)’

(2.19) log, (x) = x € R

(Setze y = b*, dann folgt aus (2.18): In(y) = In(b) x und somit

In(y),
In(b)’

x = log,(y) = Variablenwechsel ergibt (2.19).)



t
Beispiel 2.20: Entladungskurve u(t) = uge't

Entladungskurve

uOIe Hnnnnnnnnmnn mnm

T
7 = RC (Zeitkonstante)




Die elektrische Spannung bei der Entladung eines Kondensators C mit der

Anfangsspannung u, Uber einen Widerstand R erfolgt mit der
Entladungsfunktion

t
u(t) =uge -,

wobel die
Zeitkonstante T = R C 1st.

Bel der Entladungskurve schneidet die Tangente (grin) am Startpunkt t = 0 die t-
Achse beim Wert der Zeitkonstante .



Beispiel 2.21: Aufladungskurve

Aufladungskurve

u(®) = ug(1— e

T

T = RC (Zeitkonstante)



Die elektrische Spannung beim Aufladen eines Kondensators C mit der
angelegten Spannung u, Uber einen Widerstand R
erfolgt mit der Aufladungsfunktion

u(t) = ug (1 — e_%),

wobel die Zeitkonstante T = R C ist (s. Abb.)

Bel der Aufladungskurve schneidet die Tangente (grtin) am Startpunkt t = 0 die
Achse u, = konst ebenfalls beim Wert der Zeitkonstante t



2.7 Hyperbelfunktionen

Hyperbelfunktionen sind Funktionen, die aus Exponentialfunktionen
zusammengesetzt sind. Die Definitionsgleichungen ahneln denen der
komplexen exponentiellen Darstellungen der trigonometrischen Funktionen
(2.5) und (2.6):

elX—e7JX

2]

SINX =

elXpeIX

COS X =

Daher haben sie auch ahnliche Eigenschaften.
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Definition 2.6:

Die Funktionen heien Hyperbelfunktionen:

X —X

eX —e
(2.20) sinh x = >
e* +e™*
(2.21) cosh x = >
(2.22) canh g e eX —e™* B sinh x
' AR A== eX +e=* coshx
e* +e ™™ coshx
(2.23) coth x := =

eX —e™™™ sinhx



Einzelne Punkte berechnet man als Wertetabelle.

e* e *=1/e* Sinh x Cosh x Tanh x Coth x
1 1 0 1 0 + o0
2.718 0.368 1.17 1.54 0.762 1.313
7.41 0.134 3.62 3.76 0.964 1.037
0.368 2.718 -1.17 1.54 -0.761 -1.313
0.135 7.41 -3.62 3.76 -0.964 -1.037

Daraus ergibt sich die grafische Darstellung:




X Sinh x
0 0
1 1.17
2 3.62
-1 -1.17
-2 -3.62
-6 -4

Sinh(x)




Cosh x

0 1
1 1.54
2 3.76
-1 1.54
-2 3.76
-6 -4 -2




X Tanh x
0 0

1 0.761
2 0.964
-1 -0.761
-2 -0.964




X Coth x
0 400
1 1.313
2 1.037
-1 -1.313
-2 -1.037
-6 -4 -2




Cosh(x)

Sinh(x)

Hyperbelfunktionen, zusammengefasst

Coth(x)



Wie bei Kreisfunktionen folgen die Additionstheoreme fur Hyperbelfunktionen
(2.24) sinh(x + y) = sinh x cosh y + cosh x sinh y
(2.25) cosh(x + y) = coshx coshy + sinhx sinhy

Ebenso folgt die Formel
(2.26) 1 = cosh? x — sinh? x

Die Funktion y = cosh x beschreibt eine Kurve, die eine frel hangende Kette unter
dem Einfluss der Schwerkraft annimmt, und heif3t daher auch ,,Kettenlinie*



40
y(x) = Cosh(x)

-4 -3 -2-10 1 2 3 4

Vergleich vony =cosh x undy = 1+x?



2.8 Areafunktionen
Definition 2.7:

Die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen heif3en Areafunktionen

e arsinh x, gesprochen Areasinus hyperbolikus, ist die Umkehrfunktion
von sinh x,

e arcosh x, gesprochen Areakosinus hyperbolikus, ist die Umkehrfunktion
von cosh x,

e artanh x, gesprochen Areatangens hyperbolikus, ist die Umkehrfunktion
von tanh x,

e arcoth x, gesprochen Areacotangens hyperbolikus, ist die
Umkehrfunktion von coth x .

Die grafische Darstellung erhalt man durch Spieageluna an der Hauptdiagonalen v = x.



Die grafische Darstellung erhalt man durch Spiegelung an der Hauptdiagonalen y = x.

Arsinh

Areafunktionen (grun) als Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen (rot)



Arsinh(x)




4!
2_
-6 -4 -2 4
-2 Arcosh(x)




Artanh(x)




Arcoth(x)




Arcoth(x)
4
Artanh(x) 2
-2 2 4
-2 Arcosh(x)
Arsinh(x)
-4

Areafunktionen, zusammengefasst



Vergleich der Umkehrfunktionen der Kreis- und Hyperbelfunktionen

Bel Kreisfunktionen gilt:
Wegen cos? t + sin®t = 1 ist
{X = COoSt
y = sint’
eine Parameterdarstellung des Kreises x# + y? = 1 (s. Beispiel 2.4). Die

Umkehrfunktionen der Parameterfunktionen heil3en t = arcsin y = arccos X
und t ist der Winkel (Arkus) im Bogenmalf des Einheitskreises.

t € |0, 2]



Vergleich der Umkehrfunktionen der Kreis- und Hyperbelfunktionen

Bel Hyperbelfunktionen gilt:
Wegen cosh? t — sinh? ¢t = 1 ist

{x = cosht

y = sinht 't € [0, 2m]

eine Parameterdarstellung der Hyperbel x? — y% = 1 (s. Beispiel 2.10). Die
Umkehrfunktionen der Parameterfunktionen heil3en t = arsinh y = arcosh x
und t ist eine Flache (=Area) .



Kreisfunktionen und Hyperbelfunktionen



Beispiel 2.22:

Eine haufig auftretende Funktion in der Signalanalyse ist die Si-Funktion,
auch sinc-Funktion (Abb. 2.38) genannt (s. Kap. Fourier Transformationen):

sin x

(2.27) si(x) ==

X

si(x) hat die gerade Symmetrie:
si(x) = si(—x)

Und es gilt: |
SINn X

lim =1
x—->0 X



sin x

Die Si-Funktion

X



2.9 Polarkoordinaten

Die Lage eines Punktes P in der x,y-Ebene kann statt mit den kartesischen
Koordinaten (X, y) auch mit dem Abstand » = 0 zum Ursprung und dem
Winkel ¢ von der x-Achse aus dargestellt werden (s. Abb. 2.39). (r,) heil3en
dann Polarkoordinaten. Es gilt:

X =71COSQ

(2.28) y =rsing



P <

P=(x,y)=(r,®)

Polarkoordinaten



Die Umrechnung zwischen kartesischen Koordinaten und Polarkoordinaten
ergibt sich aus den Formeln:

kartesisch polar

(

r=\/x2+y2
4

{x =T C0s¢ @ = arctan (X)
y=rsing \ X




Darstellung von Kurven in Polarkoordinaten
Eine in Polarkoordinaten dargestellte Kurve wird beschrieben durch
r=1(¢), ¢ €Dy, In Kurzschreibweise: r = r(¢), ¢ € Dy.




Bemerkung:

Die mit Polarkoordinaten dargestellten Kurven sind im strengen Sinn keine
~unktionen als Abbildungen von R nach R im kartesischen
Koordinatensystem.

Wenn man aber die Winkelvariable auf der reellen Achse und die r-Variable
senkrecht dazu auftragt, hat man die Eigenschaften einer Funktion ftr

peDr C R.




Beispiel 2.23: Archimedische Spirale (s. Abb. 2.41)

r=r(p)=2¢,pcl0,2n]
Einzelne Punkte berechnet man als Wertetabelle:

r 0O |1,05(2,09|3,14(4,19|5,24(6,28|7,32| 12,48




P <

-10

Archimedische Spirale in Polarkoordinaten



Beispiel 2.24: Kardioide

r =r(¢p) =14+cos(p) ,p € [0, 2]
Einzelne Punkte berechnet man als Wertetabelle:

/m | 8m |9 |10 | 117

N
S

I
S
S
Ul
S

r (21,8 |15| 1 (05|0.134{0|0.134|05| 115|186
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Kardioide in Polarkoordinaten



Beispiel 2.25: Ornament in Polarkoordinaten
r = 1(p) =In(p)es™?’) — 20 cos(6¢) + 5 (sin %)10, @ € (0,257]




