Integralrechnung im
Mehrdimensionalen

2. Teil
Dreifachintegrale



Dreifachintegrale

Gegeben seien der Kdrper mit den Volumengrenzen

zy(x,y) < z(x,y) < z,(x,y)

(V) = Y (x) < y(x) < y,(x)
a<x<b

und die , Dichtefunktion” f: (x,y,z) = f(x,y,z) fir (x,y,z) € V.

/.B. Massendichte oder Ladungsdichte in einem Volumen V.



Berechnung

Die Berechnung des Dreifachintegrals von f Gber V erfolgt durch
sukzessive Reduktion auf ineinander geschachtelte
Einfachintegrationen, also:

Ik=ffff(x,y,z) dv
v

x=b [ y=yo(x) [/ z=z,(x,y)

f f f(x,y,z)dz |dy |dx

xX=a Y=y, (x) z=zy(x,y)



* Wenn f(x,y,z) = 1(= konstant) ist fir (x,y,z) €V, dann ist das
Integral I, das Volumen V des Kdrpers.

* Wenn f(x,y,z) # 1ist, dann entspricht das Integral I} einer Masse
oder einer Ladung des Korpers mit der Massedichte bzw.
Ladungsdichte f .

* Wenn f(x,y,z) = 1und Z, =0 ist, dann reduziert sich das
Volumenintegral zu einem Doppelintegral.



Beispiel 17.8:
Gegeben seien der Korper mit den Volumengrenzen

—x < z(x,y) < ye”*
(V) = x <y(x) <2
0<x<1

undesgilt f(x,y,z) =1



S(x)
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Dann ist das Volumen:

= [ -

(V) X

R
Il

1 y=2

0 V=X

x=1 y=2

= .[ (ye*+x) dy |dx =

z=ye*
f dz | dy |dx
Z=—X
x=1
x%eX
<Zex+2x—x2— >

x=0 y=X X=

3

X 1
=¢hﬁ+x”——~—ﬂ(1—x+—)l =—€—§=3J4
x=0




Dreifachintegralen mit Zylinderkoordinaten

Ein Punkt P im Raum R3 wird dann beschrieben durch die Koordinaten
r,ound z,d.h. P=(r, @, z).




Gegeben seien der Kdérper mit den Volumengrenzen in Zylinderkoordinaten

zy(r, @) < z(r,9) < z,(1, @)
(V) = ri(@) <r(p) < 1r,(p)
P1=¢Q =@,

und die , Dichtefunktion” f(r, @, z) fir (r,@,z) € V.



Dann ist das Dreifachintegral:

= || 100, av
vV

o=@, [ r(@)=re(@) [/ z(r,@)=2z,(1,p)

= f f f f(r,p,z) rdz |dr |do
p=@; \r(@)=ri(p) \z(r,@)=zy(r,p)



Beispiel 17.9:
Gegeben ein rotationssymmetrischer Korper mit den Volumengrenzen

—J1=1r2<z(r,0) <1—12
(V) = 0<r(p) <1
0<¢p<12nm

und es gilt f(x,y,z) =1






Dann ist das Volumen:

2

Q=27 r=1 z=1-r
V=fff1 dv = f f f lrdz |dr | de =
4 p=0 r=0 \z=—V1-12
N unabhingig von ¢ i
QY=2T r=1 z=1-712 r=1 z=1-172
d o f lrdz |dr | =2n f lrdz |r
@=0 r=0 7=—\1—-12 r=0 z=—\1—72




Beispiel 17.10:
Berechne die Masse des Korpers, der durch Rotation der Funktion

z =+/x fur xe[0,4]
um die z-Achse entsteht und die Massendichte

p(r,0,z) =1 (cos(p))? [%] hat.
Wegen der Rotation von z = /x um die z-Achse gilt
x = rund damitist z =+r, 71e[0,4].
Also ist der Kdrper begrenzt durch

Vr < z(r, @) <2
(V) = 0<r(p)<4
0<¢p<12nm



Korper, der durch Rotation der Funktion z = +/x fir x € [0,4]
um die z-Achse entsteht




Dann ist die Masse des Korpers:

o=21 r=4 z(r)=2
M = fvff o(r . 2) dv = f | fo Zm{ﬁrz (cos())? dz)dr)dp =

r=4 z(r)=2

( f (cos())?dy) ( J ( J r? dz)dr) = -+ =1 6,09 = 19,13
=0 r=0  z(r)=Vr

Dimensionsrechnung ergibt (kg) m> = kg, d.h.M = 19,13 kg.

m3



Beispiel 17.11:

Berechne das Volumen des Korpers, der durch Rotation der Funktion
T

z = f(x) =sin(x) fir x e [O’E]

um die z-Achse entsteht mit
sin(x) <z<1
Wegen der Rotationssymmetrie setzen wir
x = r und damit sin(x) — sin(r)
Also ist der Kdrper begrenzt durch

sin(r) < z(r,¢) <1
W= o<r@=l

2
0<¢p<2m



Korper, der durch Rotation der Funktion z = sin(x) fur x € [O, g]

um die z-Achse entsteht

Z
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Dann ist das Volumen des Korpers:

r= [ an
V
T T
p=2m [ T=% z(r)=1 r==5 z(r)=1

= f f f rdz |dr dg0=2nf f rdz |dr
r

¢=0 r=0 z(r)=sin(r) 0 z(r)=sin(r)

r=n
2

2
= 21 J r(1 — sin(r))dr = 2m (1 — E) = 1,468

=0



