
Integralrechnung im 
Mehrdimensionalen

2. Teil

Dreifachintegrale



Dreifachintegrale
Gegeben seien der Körper mit den Volumengrenzen

V =
𝑧𝑢 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑧 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑧𝑜 𝑥, 𝑦

𝑦𝑢 𝑥 ≤ 𝑦 𝑥 ≤ 𝑦𝑜 𝑥
𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏

und die „Dichtefunktion“ 𝑓: 𝑥, 𝑦, 𝑧 → 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 für 𝑥, 𝑦, 𝑧 ϵ 𝑉. 

Z.B. Massendichte  oder Ladungsdichte in einem Volumen V.



Berechnung
Die Berechnung des Dreifachintegrals von f über V erfolgt durch 
sukzessive Reduktion auf ineinander geschachtelte 
Einfachintegrationen, also:

Ik =ම

𝑉

𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑣

= න

𝑥=𝑎

𝑥=𝑏

න

𝑦=𝑦𝑢 𝑥

𝑦=𝑦𝑜 𝑥

න

𝑧=𝑧𝑢 𝑥,𝑦

𝑧=𝑧𝑜 𝑥,𝑦

𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑑𝑧 𝑑𝑦 𝑑𝑥



• Wenn 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≡ 1(= konstant) ist für 𝑥, 𝑦, 𝑧 ϵ 𝑉, dann ist das 
Integral Ik das Volumen V des Körpers.

• Wenn 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≠ 1 ist, dann entspricht das Integral Ik einer Masse 
oder einer Ladung des Körpers mit der Massedichte bzw. 
Ladungsdichte 𝑓.

• Wenn 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≡ 1und = 0 ist, dann reduziert sich das 
Volumenintegral zu einem Doppelintegral. 

uz



Beispiel 17.8:

Gegeben seien der Körper mit den Volumengrenzen

V =
−𝑥 ≤ 𝑧 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑦𝑒𝑥

𝑥 ≤ 𝑦 𝑥 ≤ 2
0 ≤ 𝑥 ≤ 1

und es gilt 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≡ 1



http://sn.pub/pz1GkC

http://sn.pub/pz1GkC


Dann ist das Volumen:

𝑉 =ම

𝑉

1𝑑𝑣 = න

𝑥=0

𝑥=1

න

𝑦=𝑥

𝑦=2

න

𝑧=−𝑥

𝑧=𝑦𝑒𝑥

𝑑𝑧 𝑑𝑦 𝑑𝑥

= න

𝑥=0

𝑥=1

න

𝑦=𝑥

𝑦=2

𝑦 𝑒𝑥 + 𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑥 = න

𝑥=0

𝑥=1

2𝑒𝑥 + 2𝑥 − 𝑥2 −
𝑥2𝑒𝑥

2
𝑑𝑥

= 2𝑒𝑥 + 𝑥2 −
𝑥3

3
− 𝑒𝑥 1 − 𝑥 +

𝑥2

2
𝑥=0

𝑥=1

=
3

2
𝑒 −

1

3
= 3,74



Dreifachintegralen mit Zylinderkoordinaten

Ein Punkt P im Raum ℝ3 wird dann beschrieben durch die Koordinaten 
𝑟, 𝜑 und 𝑧, d.h. P = 𝑟, 𝜑, 𝑧 .



Gegeben seien der Körper mit den Volumengrenzen in Zylinderkoordinaten

V =
𝑧𝑢 𝑟, 𝜑 ≤ 𝑧 𝑟, 𝜑 ≤ 𝑧𝑜 𝑟, 𝜑

𝑟𝑖 𝜑 ≤ 𝑟 𝜑 ≤ 𝑟𝑎 𝜑
𝜑1 ≤ 𝜑 ≤ 𝜑2

und die „Dichtefunktion“ 𝑓 𝑟, 𝜑, 𝑧 für 𝑟, 𝜑, 𝑧 ∈ 𝑉.



Dann ist das Dreifachintegral:

Ik =ම

𝑉

𝑓(𝑟, 𝜑, 𝑧) 𝑑𝑣

= න

𝜑=𝜑1

𝜑=𝜑2

න

𝑟 𝜑 =𝑟𝑖 𝜑

𝑟 𝜑 =𝑟𝑎 𝜑

න

𝑧 𝑟,𝜑 =𝑧𝑢 𝑟,𝜑

𝑧 𝑟,𝜑 =𝑧𝑜 𝑟,𝜑

𝑓 𝑟, 𝜑, 𝑧 𝑟 𝑑𝑧 𝑑𝑟 𝑑𝜑



Beispiel 17.9:

Gegeben  ein rotationssymmetrischer Körper mit den Volumengrenzen

V =
− 1 − 𝑟2 ≤ 𝑧 𝑟, 𝜑 ≤ 1 − 𝑟2

0 ≤ 𝑟 𝜑 ≤ 1
0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋

.

und es gilt 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≡ 1





Dann ist das Volumen:

V =ම

𝑉

1 𝑑𝑣 = න

𝜑=0

𝜑=2𝜋

න

𝑟=0

𝑟=1

න

𝑧=− 1−𝑟2

𝑧=1−𝑟2

1 𝑟 𝑑𝑧 𝑑𝑟

unabhängig von 𝜑

𝑑𝜑 =

න

𝜑=0

𝜑=2𝜋

𝑑 𝜑 න

𝑟=0

𝑟=1

න

𝑧=− 1−𝑟2

𝑧=1−𝑟2

1 𝑟 𝑑𝑧 𝑑𝑟 = 2𝜋 න

𝑟=0

𝑟=1

න

𝑧=− 1−𝑟2

𝑧=1−𝑟2

1 𝑟 𝑑𝑧 𝑟

=

= 2𝜋න
𝑟 0

𝑟=1

𝑟((1 − 𝑟2) + 1 − 𝑟2)𝑑𝑟 = ⋯ = 2𝜋 0,583 = 3,66



Beispiel 17.10:
Berechne die Masse des Körpers, der durch Rotation der Funktion 

𝑧 = 𝑥 für 𝑥 ϵ 0,4
um die z-Achse entsteht und die Massendichte 

𝜌 𝑟, 𝜑, 𝑧 = 𝑟 cos 𝜑 2 kg

m3 hat.

Wegen der  Rotation von 𝑧 = 𝑥 um die z-Achse gilt
𝑥 → 𝑟 und damit ist 𝑧 = 𝑟, 𝑟𝜖 0,4 .

Also ist der Körper begrenzt durch

V =
𝑟 ≤ 𝑧 𝑟, 𝜑 ≤ 2

0 ≤ 𝑟 𝜑 ≤ 4
0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋

.



Körper, der durch Rotation der Funktion 𝑧 = 𝑥 für 𝑥 𝜖 0,4
um die z-Achse entsteht 



Dann ist die Masse des Körpers:

𝑀 =ම

𝑉

𝜌 𝑟, 𝜑, 𝑧 𝑑𝑣 = න

𝜑=0

𝜑=2𝜋

( න

𝑟=0

𝑟=4

( න

𝑧 𝑟 = 𝑟

𝑧 𝑟 =2

𝑟2 cos φ 2 𝑑𝑧)𝑑𝑟)𝑑𝜑 =

( න

𝜑=0

𝜑=2𝜋

cos 𝜑 2𝑑𝜑) ( න

𝑟=0

𝑟=4

( න

𝑧 𝑟 = 𝑟

𝑧 𝑟 =2

𝑟2 𝑑𝑧)𝑑𝑟) = ⋯ = π 6,09 = 19,13

Dimensionsrechnung ergibt 
kg

m3 m3 = kg, d. h.𝑀 = 19,13 kg.



Beispiel 17.11:
Berechne das Volumen des Körpers, der durch Rotation der Funktion 

𝑧 = 𝑓 𝑥 = sin 𝑥 für  𝑥 ϵ 0,
𝜋

2

um die z-Achse entsteht mit 
sin 𝑥 ≤ 𝑧 ≤ 1

Wegen der Rotationssymmetrie setzen wir 
𝑥 → 𝑟 und damit sin 𝑥 → sin 𝑟

Also ist der Körper begrenzt durch

V =

sin(𝑟) ≤ 𝑧 𝑟, 𝜑 ≤ 1

0 ≤ 𝑟 𝜑 ≤
𝜋

2
0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋

.



Körper, der durch Rotation der Funktion 𝑧 = 𝑠𝑖𝑛(𝑥) für 𝑥 𝜖 0,
𝜋

2

um die z-Achse entsteht 

http:\\sn.pub/D4YAaW

http://sn.pub/D4YAaW
http://sn.pub/D4YAaW


Dann ist das Volumen des Körpers:

𝑉 =ම

𝑉

1 𝑑𝑣

= න

𝜑=0

𝜑=2𝜋

න

𝑟=0

𝑟=
𝜋
2

න

𝑧 𝑟 =sin 𝑟

𝑧 𝑟 =1

𝑟 𝑑𝑧 𝑑𝑟 𝑑𝜑 =2𝜋 න

𝑟=0

𝑟=
𝜋
2

න

𝑧 𝑟 =sin 𝑟

𝑧 𝑟 =1

𝑟 𝑑𝑧 𝑑𝑟

= 2𝜋 න

𝑟=0

𝑟=
𝜋
2

𝑟(1 − 𝑠𝑖𝑛 𝑟 ) 𝑑𝑟 = 2𝜋 1 −
𝜋2

8
= 1,468


