Differentialgleichungen
8. Tell

Differentialgleichungen 2. Ordnung
mit periodischer Stoérung



Definition
Wir setzen (Technische Konvention ):

a=26,b = wy?

Die Differentialgleichung
J(@) + 28 y(0) + wo?y(£) = y, sin(wt)

Ist eine

lineare inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten und einer periodischen Stérung.

Sie beschreibt Schwingungssysteme, die mit einer periodischen Stérung
angeregt werden (Schwingungsgleichung)



Dabei ist:

* 0 die Dampfungskonstante

* w, die Kreisfrequenz des ungedampften Systems (Eigenfrequenz)
* w die Kreisfrequenz der Storung

* yo die Amplitude der Stérung

* W4 = \/w% — 64 die Kreisfrequenz der gedémpften freien Schwingung

Wir setzen

Mit den Anfangsbedingungen
(AB);: y,(O) =
(AB),: y'(0) =



Loésung der Schwingungsgleichung

und der Annahme wqy > 0 > 0 (Schwingfall) ergibt sich die Loésung
dieser leferentlalglelchung

1.Schritt (homogene Losung):

Aus
y() + 28 y(t) + wo’y() =0
folgt die charakteristische Gleichung

A2+ 261+ ws=0
Dann ist

My =—0 ijj W} — 62=—5 + jwg



und die reell wertige Losung der homogenen Differentialgleichung
yn(t) = e % (cy cos(wyt) + ¢, sin(wyt)) fiircy,c, € R
oder die Losung hat die Form
v, (t) = e % (C sin(wyt + @)) fiirC,p € R.

(dies folgt aus dem Additionstheorem, s. Kapitel 2 (Bilderbuch)):



/
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Phasenraum

V+26y+ wﬁy =0

Lésung der Dgl.

L6sung und Phasenraum der gedampften homogenen linearen Differentialgleichung).
https://drive.google.com/file/d/1zznxpvsON 10t7r2MW-8K7mu9i7dgnlJ/view?usp=sharing



https://drive.google.com/file/d/1zznxpvs0N_1Qt7r2MW-8K7mu9i7dgn1J/view?usp=sharing

2. Schritt Partikulare Losung y, (t) aufsuchen:

Wegen g(t) = y, sin( wt)
machen wir den
Ansatz: Wir nehmen an (s. Tabelle) y,, (t) hat die Form

Vp(t) = Asin( wt — ¢)

A und ¢ sind gesucht.



Dann ergibt eine Aufwendige Rechnung (siehe VL Manuskript Bilderbuch
S.271):

A=A(w) = i )
\/(wg—wz)2+(25w)2
und ,
¢ 200 fiir wo >
arctan ur wy > w
(@F ) °
T
¢ = ¢p(w) =1 arctan(e) = 5 fir wyg = w
X 20w N T . -
arctan — flirwg < w




A(w)

A(w) Frequenzgang (Resonanzfunktion)
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3. Schritt:
Wir haben somit die allgemeine Losung der Schwingungs-DGL

y(t) = yp() + ¥, (1) =

g‘&(C sin(wgt + ¢)) + A(w) sin(wt — p(w))

Einschwiflgvorgang Stationadre Schwingung
(klingt ab)

Die Konstanten C und ¢ werden dann aus den jeweiligen
Anfangsbedingungen berechnet.
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Storung sin(wt)

Einschwingvorgang

L6sung der Schwingungs-DGL mit Einschwingvorgang und stationarer Schwingung



Stérung sin(wt)
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Losung der SDGL im Resonanzfall (rot). Der Einschwingvorgang (dunkelrot) verschwindet nahezu.
Wenn der Einschwingvorgang abgeklungen ist, schwingt das System synchron mit der Stérung.

Animation nur mit CDF Player abspielbar:
https://drive.gooqgle.com/file/d/1ZaBtekmokynH6fpEHUktloRkx940rf-0/view?usp=sharing

Einschwingvorgang



https://drive.google.com/file/d/1ZaBtekmokynH6fpEHUktloRkx940rf-0/view?usp=sharing
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Resonanzfall /

y )

Einschwingvorgang

Losungsverhalten der Schwingungsgleichung in Abhangigkeit der Frequenz der Storfunktion.
Die Amplitude der Losung hat im Resonanzfall ihr Maximum.



Die Resonanzfrequenz wird kleiner, wenn die Dampfung Frequenzgang A(w) in Abhéangigkeit der Dampfung 6
zunimmt.



