Partialbruchzerlegung

Anwendungen




Motivation
Betrachte die Summe von 2 Briichen:

A, Ay Alx—1m) +A(x — 1)
G-m) (=1 (- —-r)

Die Zusammenfassung zu einem Bruch erfolgt Uber

,,Hauptnenner bilden®.
Die Frage Ist, geht das auch umgekehrt, dh. kann man
einen Bruch zerlegen in Teilbrtiche?



Sel ng; eine echt gebrochene rationale Funktion, d.h.
Grad(p(x))< Grad(g(x)) und z. B.

g (x) ein Polynom 3.Grades, mit den Wurzeln r{,1,, 13

qx)=(x —1)(x —1p)(x —13)

p(x)

Dann kann man ——=
q(x)

zerlegen in einfache Briiche:



1. Schritt:

Ansatz
@ _ p(x) _ A, + A + A3
q(x) - (x —r)(x — 1) (x —13) (x—1r) (x—1r) (x—r13)

(Gesucht sind die A4;!)

2. Schritt: Hauptnenner (x — ) (x — 1) (x — 13) = g(x) bilden:

p(x)  Ai(x—m)x —13) + Ap(x — 1) (x —13) + A3(x — 1) (X — 1)
qx) (x =) (x — 1) (x —13)




Zahlergleichheit ergibt:

p(x) =A1(x —1)(x —13) + Ay (x — 1) (x —13) + As(x — 1) (X — 1)

3. Schritt: Ausmultiplizieren der rechten Seite und Koeffizientenvergleich
ergibt ein lineares Gleichungssystem (LGS, s. Kap. 12):

(311 a13) Aq <C1)
d31 .. d33 A3 C3



4. Schritt: Losen des LGS ergibt
Ay, Ay, Ag

damit haben wir die gesucht Zerlegung

X A A A
p()_ LS 2__ 4 3

qx)  (x—r) (x—1)  (x—r13)



Beispiel 1:

Gegeben sei
p(x)  8x%—2
q(x) (x*—4)(x —3)

Gesucht: Zerlegung in einfache Briche
(Anwendung: Integralrechnung, Laplace Transformationen)

px) _ A Az 4 As
qlx) (x+2)  (x-2) (x-3)




1.Schritt: Zerlegung von g(x) in (reell wertige) Linearfaktoren und
Ansatz Partialbruchzerlegung

M B 8x?% — 2 B
q(x) (x2—4)(x—3)

8x2 — 2 A A, A,
G+ —2Dx—-3) x+2) x-2) x=3)

(Gesucht sind die A4;!)



2.Schritt: Hauptnenner bilden, Zahlergleichheit ergibt:

A A
p(x)=8x2—2=( ! 2

3
(x+2)+(x—2)+(x_3)> (x+2)(x —2)(x — 3)

-

=A(x—2)(x—3)+A,(x+2)(x —3)+A3(x+ 2)(x — 2)



3.Schritt: Ausmultiplizieren der rechten Seite:
8x2—2=A;(x?=5x+6)+A4,(x? —x — 6) + A5(x% — 4)
= (A{+A, + A3)x? + (=54,;—A4,)x + 64, — 64, — 44,
und Koeffizientenvergleich :

x2: A1+A2+A3=8
xl: _5A1 _AZ =0
XO: 6A1_6A2 — 4143 = —2



ergibt ein LGS:

1 1 1 Ay 3
6 —6 —4/\A; —2

4.Schritt: Losen des LGS

Damit ist die gesuchte Zerlegung:

8x?% — 2 3 15 1

-D(x—3) 2(+2) 2x—2)  (x-3)



Beispiel 2:
Gegeben sei ein Bruch mit doppelter Wurzel

p@_ 1
q(x)  (x+1)(x —1)2

Gesucht: Zerlegung in drei einfache reell wertige Bruche

1.Schritt: Ansatz spezielle Partialbruchzerlegung in reell wertige
Briuche, z.B.

p(x) _ 1 A n A n A3
qx)  (x+D)@E-12  (x+1) (x-1)  (x—1)2




2.Schritt: Hauptnenner bilden, Zahlergleichheit ergibt:

Aq Ay n Az

— _ 2
- (x+1) T (x—1) (x—1)2 (x + 1)(X 1)

—
1=4; (- 1D +A4, (x+ D (x-1D)+43(x+1) =

(Al + Az +A3 )‘l‘(_ 2 Al +A3) x+(A1 + AZ ) Xz



3.Schritt: Ausmultiplizieren der rechten Seite:

1=(A1—A2 +A3)+(_ 2A1 +A3)X+(A1 +A2)x2

und Koeffizientenvergleich :

=

2 A +4; =0
1: —ZA]_ +A3=O
O: Al_AZ +A3=1

2l



ergibt ein LGS:

1 -1 1\ /4 1
1 1 0/ \A4; 0

Damit ist die gesuchte Zerlegung:

1 1 1 1

G+ Dx—12 4x+1) 4x-1)  2(x—1)2



Bemerkung:
Anwendung bei Laplace —Rlicktransformationen
die L-Rucktransformation (s. Binomi Kap.8.6) ist dann:

_ 1 _ 11 n 1
T (s+D)(s=1)2  4(s+1)  4(s-1)  2(x-1)2

Y(s)

L_l

o—e

1 1 1
— Zpat_—ate ot
y(t) Z € 4e+2te



Beispiel 3:
Gegeben sei ein Bruch mit komplexwertigen Wurzeln (aus Laplace

Transformation)
@ ~ 1+s(1+5s)
qg(s) (4+s2)(1+5s)

Gesucht: Zerlegung in Briche die L-Ricktransformierbar sind z.B.:

1 L7
(1+S) o-e €

s L7 cos2t) . —2— L7 sin(2t) |

(4+s2) (4+s2)



1.Schritt: Ansatz spezielle Partialbruchzerlegung in L-Rlick-
transformierbare Brliche:

1+s(1+s) 2 1

(4+s2)(1+s) = Ay (4+sz) T4, (4+s2) T A3 (1+s)

2.Schritt: Erweitern mit Hauptnenner (4 + s%)(1 + s) :

1+s(1+s)=(A;

+ A,

(4 +52)(1 +s)

( %) (4 +SZ) 4 (1 s)

=A;s(1+5s)+A4,2(1+5)+ A3 (4 +5%)



3.Schritt: Ausmultiplizieren der rechten Seite
1+s+s*=A;s+A;s*+2A4,+2A,s+4 A5+ A;s?
und Koeffizientenvergleich :
52: Al + A3 =1

si: AL +24,=1
s0: 2A, +44; =1



ergibt das LGS:
1 0 1\ /4 1
(1 2 014 |=11
0 2 4/ \A; 1

4.Schritt: Losen des LGS

Damit ist die gesuchte Zerlegung:

1+s(1+5s) 4 s 1 2

1

1
(4+s)(1+s) 5(4+s7) 10(4+s57) 5

(1+s)



Bemerkung:

und die gesuchte L-Rucktransformation (s. Binomi Kap.8.6) ist :

1+s(1+s) _4 s 1 2 1 1
(4+s2)(14s) 5(4+s?) 10 (44s5%) 5 (1+s)

Y(s) =

_ 4 LY 1
y(t) = - Cos(2t) + - Sin(2t) + - e



Beispiel 4: Gegeben sei das Anfangswert Problem
y“(t) + 2 y'(t)+2 y(t) = 2

mit den Anfangswerten y(0)=0 , y‘(0)=2
Gesucht: die Losung y(t)="

Die Laplace Transformation des AWP ist:

s%Y(s) — 2 +2sY(s) +2Y(s) = %

Damit ist

Y(s)(sz+25+2)=§+2



2 2
s(s?+2s+2) = (s%+2s+2)

Y(s) =

Gesucht ist die L- Rucktransformierte y(t) von Y(s).
Wir betrachten den Bruch mit komplexwertigen Wurzeln

ps) 2
q(s) s(s2+2s+2)

und zerlegen dies in Bruche die L-Ricktransformierbar sind :
(s. Binomi Kap.8.6):

S L1

(S2425+2)  o-e

et (Cos(t) - Sin(t))  und %



1.Schritt:
Ansatz (s.Bartsch, Taschenbuch Mathematische Formeln S.480)

2 A B+s C

|
S(s?+2s5+2) s (s2+425+2)

Gesucht sind A,B und C.

2.Schritt: Erweitern mit Hauptnenner s(s® + 2s + 2):

24 FEsc )(s(s2 4+ 25+ 2))=

s (5%42s+2)

2=

=A(s?+2s+2)+ (B+sC)s



3.Schritt: Ausmultiplizieren der rechten Seite
2=A(s?+2s+2)+ (B+sC()s
2=As5*4+2sA+2A+Bs+ Cs?

Koeffizientenvergleich :

s A+C =0
sl 24 + B =0
sY: 24 = 2



ergibt das LGS:
1 0 1\ /A 0
2 2 o)le)-(o
2 0 0/ \C 2

4.Schritt: Losen des LGS :
A=1, B=-2; (=-1;

Damit ist die gesuchte Zerlegung:

2 1 —2—5

= —+
s(s?+2s+2) s (s?+2s+2)



Damit ist die gesuchte L-Rucktransformation (s. Binomi Kap.8.6) von

Y(s) = 2 n 2 _ 1, -2 2

S(s?2+2s+2) = (s%2+2s+2) s (s%+2s+2) (s2+2s+2)

1 S

s (s%+42s5+2)

y(t) =1+ et (Cos(t) - Sin(t))



