Integralrechnung im
Mehrdimensionalen

1. Teil
Doppelintegrale



Grundidee (Riemann)

* Gegeben seien eine ebene Flache ohne ,Locher” A € R?in der xy-
Ebene und eine Funktion z= f(x,y)) >0 liber A .

* Dadurch wird ein zylindrischer Kérper mit dem ,,Boden” A und
derFunktion f als ,,Deckel“definiert.

* Das Problem besteht darin, das Volumen des Koérpers zu berechnen.

* Zunachst betrachtet man eine Zerlegung der Flache A in
Flachenelemente AA



Zerlegung der Flache A in Flachenelemente AA
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Zusammen mit den z-Koordinaten z;,; , hat man ,,Saulen” mit dem ,,Profil“ AA
und dem ,,Deckel” f(x,y), (x,y) € AA liber der xy-Ebene



* Mit z,; = f(xy,y;) = konstant in AA , wird das Volumen der Saule approximiert
durch das Volumen des Quaders mit der Grundflache AA und der Hohe z;

* die Quadervolumina aufaddiert, ergibt eine Approximation des gesuchten Volumens
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* Durch immer feinere Zerlegungen erhalt man im Grenzfall
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Riemann Integral in 2D



Doppelintegrale mit kartesischen Koordinaten

* Die tatsachliche Berechnung erfolgt durch zwei ineinander
geschachtelte 1D Integrationen.

* Gegeben seien eine ebene Flache ohne ,Locher” A € R? in der xy-
Ebene und eine Funktion z= f(x,y)) >0 Giber A .

e Dadurch wird ein zylindrischer Kérper mit dem ,,Boden”“ A und der
Funktion f als , Deckel“definiert.
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Die Flache A beschrieben durch die Grenzen

() = (yu(x) <y(x) <y, (x))

a<x<b



f(x,y) , x=const
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FUr ein festes x € |a, b| entsteht eine Schnittflache S(x) parallel zur yz-Ebene.



Die Integration erfolgt in 2 Schritten:

1. Schritt: Integration Ubery
Sei x € |a,b] konstant.
Berechnung der Schnittflache S(x):
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2. Schrritt: Integration Uber x ergibt das gesuchte Volumen.
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Beispiel 17.1:
Gegeben seien f(x,y) = x?y und die Fliche A mit den Grenzen :

(A) = (xsy(x)sx2+1)

0<x<1




Volumen mit Schnittflache S(x), x = konstant. Im LINK zu Abb. 17.6 durchlauft die Schnittflache S(x) den
ganzen Bereich von x =0 bis x = 1.
http://sn.pub/cl6W73



http://sn.pub/cl6W73

1. Schritt: Integration Ubery

Sei x € [01] konstant. Berechnung der Schnittflache S(x):

y=1+x2
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2. Schritt: Integration Uber x

Integration Uber x ergibt das gesuchte Volumen:



* Die Integrationsreihenfolge ist im Prinzip vertauschbar

e Dazu muss man aber die Umkehrfunktionen der Randfunktionen
ermitteln und als Integralgrenzen einsetzen!



Doppelintegrale mit Polarkoordinaten

Das , Flachenelement dA“ hat ,,gekrimmte” Rander und den
Flacheninhalt dA = r do dr
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Die Flache A wird dann beschrieben durch die Grenzen

() = (n(sa) S;‘(qo)j ra(cp))_
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Eine Funktion f(x,y) Uber A hat, in Polarkoordinaten die Form

f(r,@) = f(r cos( ), rsin( ).

Wir schreiben kurz

~

fr,o) =f(r ¢).



Das Volumen eines Korpers mit f (r, ¢) Uber der Flache A wird dann
berechnet mit dem Doppelintegral

=@, [ r=rya(@)

V = J J f(r,) rdr | de.

¢=@; \r=ri(¢)

Der Faktor r im Integranden berlicksichtigt die ,Verzerrung” der
Koordinaten

Er heilst Funktionaldeterminante (s. spater)



Beispiel 17.2:
Gegeben sei das Paraboloid f(r,@) = 1 — % und die Fliche A, begrenzt durch

http://sn.pub/F9QZ20¢g



http://sn.pub/F9QZ2o

Das Volumen des Paraboloids ist dann:

P=2TT r=1 P=2TC r=1
V= j j f(r) rdr |de = J J(l—rz)rdr dep =
®=0 r=0 P=0 r=0
P=2T P=2T



Beispiel 17.4:

Gegeben: der Kérper mit dem Deckel f(r, @) = r? cos(¢) sin(¢)und der Fliche
A, begrenzt durch
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http://sn.pub/jwOijDb



http://sn.pub/jwOjDb

Das Volumen des Korpers ist dann:
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