Unbestimmte Ausdrucke

die Formel von Bernoulli-L’Hospital

Betrachte die Funktion

Sie 1st wohldefiniert fir x = 0. Aber an der Stelle x = 0 entsteht der

Ausdruck
O I

fa)="3

0
Dies ist ein unbestimmter Ausdruck.



Um solche Ausdricke allgemein bestimmen zu kGnnen
betrachten wir die Funktionen

f(x) und g(x).
Sie selen stetig und differenzierbar an der Stelle x, und es gilt
fxo) = g(xo) = 0.

f(xo)
g(xg)

Dann ist ein unbestimmter Ausdruck.



Um den Wert dieses Ausdrucks zu bestimmen, entwickeln wir an der
Stelle x, die Taylor-Polynome T; fur Zahler und Nenner:

F(x) = f(xo) + £/ (o) (x = xo) +
Ty R,

g’ (t2)
> 2 (x — xo)z

N

f(t1)
5 = (x — xo)i

) -

g(x) = gleo) + g’ (o) (x = xo) +
Ty R,

mit den Restgliedern

()
2

(x — xg)? fiirt; € [xq, x]
und

g’ (t3)
2

(x — xg)?% fiirt, € [x, x]



Damit haben wir (fUr Zahler und Nenner getrennt entwickelt):

flx) f(xo) + f (x0)(x — x0) + fngtl) (x — xp)?

g(x) g(xo) + g' (xg) (x — xg) + 2 th) - x0)?
Und es gilt:
(7.13) lim f&) _ = lim f (o) +1" (xo) (- x0)+ € 1)(x—xO)2

II
X=X 9 X0 g xg) +g” (x0) (r—x0) +E 2 (x-x0)2



Wegen f(xy) = g(x,) = 0 folgt:

f(x) [ (xo)(x —xo) + f”gl) (x — x¢)?

llm W = llm ”(t )
X—X X—X
°Y Og'(xo)(x—xo)+g > 22 (x — x¢)?

Kirzen durch (x — x;):

. @ i f'(x0) + f”gtl) (x — xp)
=g ()0 gy 4 800 (g

ergibt



die Formel von Bernoulli-L’Hospital.

(7.14) lim [ _ J (%)

x=x0 g(x)  g'(xo)

Wenn zusatzlich f'(x,) = g’ (x,) = 0 gilt, fihrt die Formel (7.14) nicht
zum Ziel. Wenn man jedoch f und g in (7.13) bis zum Taylor-Polynom
T, mit dem Restglied R, entwickelt, ergibt sich:

lim f(x) _ ' (x0)
x-x0 g(x)  g'" (xo)



Fir den Fall
lim f(x) = llm glx) =

X— XO
kann der Grenzwert

lim f(x)

X—X0o g (X)

ebenfalls mit der Formel (7.14) berechnet werden, indem man

1
Jim | £52
f(x)

betrachtet.



Grenzwerte vom Typ ,,00%“,,1°,,0%“ kann man mit der Umformung

f(x)9%) = (eg(x)ln(f(x)))

ermitteln.



Beispiel 7.13:
sinx cos(0)

1

lim
x—-0 X 1

f(x) = —Sin(x)




Beispiel 7.14:
e*—cosx e’ +sin(0)
lim : = —
x-0  sinx cos(0)

f(x) = (e*-Cos[x])/Sin[x]
y

A

10




Beispiel 7.15: Fir x >0 gilt:

lim (xx) — lim (ex ln(x)) — e(}Ci_r%x ln(x))
x—>0+ x—0+
mit
In(x) B-L 1 52
(limxln(x))zlim 1()9 i —1/x=—lim—=0
x—0+ x—>0+ /x x—>0+ /xz x—0+ X

Somit gilt:
: X\ — A0 —
i, ) = e



f(x) = (x)*

1
Abb. 7.17. Grenzwert lirr(l) x*=1flrx>0
X—

X



Beispiel 7.16: Es gilt(vgl. e-Folge Kap.4):

lim (1 n l)x — lim ex 1n(1+%) _ e)}l_)rglo(x 1n(1+%))

X— 00 X X — 00

mit

_ 1 _ 1n(1+1) Bgf“ _ (1:-1)(_’512) : 1

tim (e (1-+ )t (757) 2 i | C25 )= i 2
=1

Somit gilt:



f(x) = (1+1/x)”
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Abb. 7.18. Grenzwert lim (1 + 1/,)* = e

X—00



