Boolesche Algebren und Mengen

In diesem Kapitel wird zundchst die Aussagenlogik entwickelt. Daraus
ergeben sich die Prinzipien der Mengenlehre und schlie8lich auch die der
Schaltalgebra. Man abstrahiert daraus die darlberliegende gemeinsame
Struktur, die Boolesche Algebra . Abschliel3end wird der Aufbau der
reellen Zahlen, der wichtigsten Menge der Mathematik, dargestellt.



1.1 Grundbegriffe der Aussagenlogik

Mathematik besteht zum groften Teil aus Aussagen. Aussagen sind
Séatze, denen eindeutig die Wahrheitswerte wahr (w) oder falsch (f)
zugeordnet werden kdnnen. Es gibt kein Drittes, das heilst, man hat eine
zweiwertige Logik. Aussagen bestehen aus einem Subjekt und einem

Pradikat.
Beispiel 1.1:

.Zwel 1st eine gerade Zahl® 1st eine Aussage mit dem Wahrheitswert w.
Dabei 1st ,,zwel* das Subjekt und ,,1st eine gerade Zahl* das Pradikat.

,.Funf 1st kleiner als zwei“ 1st eine Aussage mit dem Wahrheitswert f.
Dabei 1st ,,Fiinf* das Subjekt und ,,ist kleiner als zwei* das Pradikat.



Aussageformen sind Pradikate A(x) mit einem variablen Subjekt x, die
durch die konkrete Wahl von x zu einer Aussage werden. Im Beispiel
1.1 ist X ist eine gerade Zahl* eine Aussageform A(x), die den
Wahrheitswert w oder f hat, je nachdem, welche ganze Zahl fur x
gewahlt wird.

Aussagen lassen sich verknupfen zu neuen Aussagen mit (ein- oder
zweistelligen) Operatoren, genannt Junktoren:

o Konjunktion (,,und* Verkniipfung) paq
e Disjunktion (,,oder* Verkniipfung) pvq
e Negation (,,Negation*) = p



Die Definitionen der Junktoren und die daraus abgeleiteten
Verknupfungen werden beschrieben durch Wahrheitstafeln

w| f f
flw f
f|f f

Xor entspricht umgangssprachlich der Aussage ,,entweder — oder* (d.h. dem ,,oder").



Die Definitionen der Junktoren und die daraus abgeleiteten
Verknupfungen werden beschrieben durch Wahrheitstafeln

w| f W
flw W
f|f f

Xor entspricht umgangssprachlich der Aussage ,,entweder — oder* (d.h. dem ,,oder").



Die Definitionen der Junktoren und die daraus abgeleiteten
Verknupfungen werden beschrieben durch Wahrheitstafeln

Implikation

P19 P=q

w| f f
flw W
f|f W

Xor entspricht umgangssprachlich der Aussage ,,entweder — oder* (d.h. dem ,,oder").



Die Definitionen der Junktoren und die daraus abgeleiteten
Verknupfungen werden beschrieben durch Wahrheitstafeln

und | NAND

w| f f W
flw f W
f|f f W

Xor entspricht umgangssprachlich der Aussage ,,entweder — oder* (d.h. dem ,,oder").



Die Definitionen der Junktoren und die daraus abgeleiteten
Verknupfungen werden beschrieben durch Wahrheitstafeln

oder | Aquivalenz Xor

plal pvq p=q |—(pe=aq)

w| f W f W
flw W f W
f|f f W f

Xor entspricht umgangssprachlich der Aussage ,,entweder — oder* (d.h. dem ,,oder").



Die Definitionen der Junktoren und die daraus abgeleiteten
Verknupfungen werden beschrieben durch Wahrheitstafeln

w| f W
flw W
f|f f

Xor entspricht umgangssprachlich der Aussage ,,entweder — oder* (d.h. dem ,,oder").



Die Definitionen der Junktoren und die daraus abgeleiteten

Verkn(

nfungen werden beschrieben durch Wahrheitstafeln
und oder |Implikation | NAND | Aquivalenz Xor
plal| prq | pvq p=q |plq | p=a |-(p=aq)

w| f f W f W f W
flw f W W W f W
f|f f f W W W f

Xor entspricht umgangssprachlich der Aussage ,,entweder — oder* (d.h. dem ,,oder").




Durch Vergleich der Wahrheitstafeln ergeben sich die folgenden ,,Rechenregeln®:

PAG = qAD Kommutativgesetze
pvq = qvp
pa(gar) = (pag)ar Assoziativgesetze

pv(qvr) = (pvq)vr

pa(qvr) = (paq)v(par) Distributivgesetze
pv(gar) = (pvg)a(pvr)

—(pAq) = ~qv-p Morgan-Regeln
=(pvq) = =gr—p



Wir fahren noch folgende Abkurzungen ein:

1 := gv—q genannt Einselement (Verum)

0 := ga—qg genannt Nullelement (Falsum)

Bemerkung 1.2:

Die Aussage 1 ist immer wahr.
Die Aussage 0 ist immer falsch.
Dann gelten die Aussagen:

1rqg = q,
1vg =1,
Ong = 0,

Ovg =q



Beispiel 1.2:

far die Aussagen p und g qilt
(qv=p)Aa—q =

(gr=q) v (mpr—q) =
Ov(=pa—q) =

(=p A =q)

( = bedeutet die Wahrheitstafeln stimmen tberein !')



Zusammengefaldt, haben wir einen neuen Begriff:

Definition 1.1:

Alle Aussagen zusammen mit den Junktoren (A, Vv, —) bilden die

Algebra der Aussagenlogik



Eine Erweiterung der Aussagen sind die sogenannten Quantoren:

Definition 1.2:
Quantoren sind Allaussagen bzw. Existenzaussagen. Das heifst

(1) Der Allguantor ist ein verallgemeinertes ,,und*“ Schreibweise:

/\A(x)

Das heil3t: Es fir alle x ist A(x) wahr. (Eine andere Schreibweise ist Vx A(x).)



(2) Der Existenzguantor ist ein verallgemeinertes ,,oder*, Schreibwelise:

\/A(x)

Das hell3t: Es gibt (mindestens) ein x, flr das A(x) wahr ist. (Eine andere
Schreibweise ist 3 x: A(x).)



Fir Quantoren gibt es auch verallgemeinerte Morgan-Regeln:

Die Negation des Allguantors ergibt:

(1.1) - /\A(x) _ \/ —A(x)

X

Das heil3t:
Es gibt (mindestens) ein x, sodass gilt: = A(x)



Beispiel 1.3 zu (1.1):

Wenn es nur weil3e und schwarze Schwane gibt und A(x) bedeutet

,,der Schwan X 1st weil3*, dann gilt:

Die neglerte Aussage zu ,,alle Schwine sind weil3* (d.h. nicht alle Schwéne sind
weil)

ISt Aquivalent zu

,,es gibt (mindestens) einen schwarzen Schwan* (s. Abb. 1.1).



Es gibt mindestens einen sc

hwarzen Schwan



Die Negation des Existenzquantors ergibt:

Das heil3t: Fur alle x gilt =4 (x)

(1.2) - \/A(x) _ /\—IA(x)

X

Das heil3t: Fur alle x gilt =4 (x)



Beispiel 1.4 zu (1.2):
Wenn es nur weil3e und schwarze Schwane gibt und A(x) bedeutet

,,der Schwan X 1st weil3*, dann gilt:

Die negierte Aussage zu ,,es gibt einen weillen Schwan “ (d.h es gibt keinen
well3en Schwan )

Ist &quivalent zu
,, alle Schwine sind nicht weil3* (s. Abb. 1.2).



Ox
SRS
PP &P

Alle Schwane sind nicht weil}




1.2 Die Mengenalgebra

Was sind Mengen?
Wir benutzen zunachst die Definition von Cantor:

Definition 1.3:

Mengen sind Zusammenfassungen von bestimmten,
wohlunterschiedenen Objekten zu einem Ganzen. Die so
zusammengefassten Objekte heilRen Elemente der Menge
(Schreibweise: x € A heil3t x ist Element von A).



Wichtig ist dabel, dass Mengen so definiert sein mussen, dass immer
eindeutig entscheidbar ist, ob ein Element zur Menge gehort oder nicht.
Dies ist notwendig, um Russels Antinomie zu vermeiden.

B. Russel hat in der “naiven® Definition von Cantor einen Widerspruch
entdeckt.

Das beriihmteste Beispiel dazu: In einem Dorf rasiert der Barbier alle
Manner, die sich nicht selbst rasieren. Rasiert er sich selbst?

Falll: Er rasiert sich selbst...... -> Widerspruch!

Fall2: Er rasiert sich nicht selbst...... -> Widerspruch



Mengen konnen als Aussageformen geschrieben werden:
Betrachte die Aussageformen A(x) und B(x) dann ist
A ={x| A(x) ist wahr} =
die Menge aller x mit A(x) ist wahr, Kurzform:

A= {XIAX)}

B ={x| B(x) ist wahr} =
die Menge aller x mit B(x) ist wahr, Kurzform

B ={x| B(x)}.



Damit konnen wir definieren:
Schnittmenge ANB:={x| x €A A x € B}
Vereinigungsmenge AUB:={x|xeA v xeB}
Differenzmenge A\B:={x| x € A A —x € B}
Leere Menge p={x|xeA r -x €A}

A ist Teilmenge von B: AcB, wenn gilt (A(x) = B(X))
d.h. wenn gilt x e A, dann gilt x eB.



Sprechweisen dazu sind:
ANB: A geschnitten mit B
AUB: A vereinigt mit B
A\B: Differenz A ohne B

(AUB)\(ANB): entweder A oder B



Mengen haben zusammen mit ihren Verkntpfungen eine Struktur,
die aus der Aussagenlogik erzeugt wird. Wir definieren daher:

Definition 1.4:

e Die Menge aller Teilmengen P(M) einer gegebenen Grundmenge
M (einschlieldlich der leeren Menge ¢) heil3t Potenzmenge von M
und hat die ,,Verknupfungen*“ ANB, AUB.

e Das Komplement CA von A ist definiert als CA:= M\A.

e Die Potenzmenge P(M) zusammen mit den Mengenoperationen N,
U und C, {P(M),n, U C} heildt die Mengenalgebra von M.



Venn Diagramme
stellen die Verknipfungen auf P(M) grafisch dar

A
e

CA=M\A

A\B (AUB)\(ANB)



1.3 Die Schaltalgebra

Eine technische Realisierung von Aussagen sind Schalter in
elektrischen Stromkreisen, die offen oder geschlossen sein konnen.
Andere Realisierungen sind logische Bauelemente, die binare Zustande

1 oder 0 haben kénnen.

Wenn man solche Schalter zu Schaltungen zusammensetzt, entstehen
Schaltzustande, die den Aussagen In der Aussagenlogik entsprechen.



Seien o~(p ) und 0~(a -0 Schalter. Dann werden die Aussagen wie folgt realisiert

Die und“-Aussage pag durch Reihenschaltung ° {:P) ("'j °

D p ::
Dhe ,oder™ Aussage pvq durch Parallelschaltung —o
Die Negation von o—@—o durch die entgegengesetzie Schalterstellung D—@—G

Die . Fins“-Aussage (die immer wahr ist) durch den immer geschlossenen Schalter < °

Die | Null*-Aussage (die immer falsch ist) durch den immer offenen Schalter e



Definition 1.5:

Alle Schalter zusammen mit den Schalterzustanden heilden

Schaltalgebra.

Beispiel 1.5:
Betrachte die Schaltung

()

-6

@)



Diese Schaltung wird mit der Aussagenlogik
beschrieben durch:

((=pv=q)vp) A ((pAQ)v—D) A—q

GH e
—(o)— =




Diese Schaltung wird mit der Aussagenlogik beschrieben durch:

((=pv=9)vp) A ((pAQ)v—p) g
= ((—Ipvp)v—|q)) A ((pv—lp) A (qv—|p)) A—q Assoz.,Distr.+ Komm. Ges.



Diese Schaltung wird mit der Aussagenlogik beschrieben durch:

((=pv=9)vp) A ((pAQ)v—p) g
= ((—Ipvp)v—|q)) A ((pv—lp) A (qv—|p)) A—q Assoz.,Distr.+ Komm. Ges.

= ((1v—q) A ((M)A(qv—p)) Aq _pvp =1



Diese Schaltung wird mit der Aussagenlogik beschrieben durch:

((=pv=ag)vp) A ((pr@)v=1p) g

= ((=pvp)v=q)) A ((pv=p) A (qv—Dp)) A—q Assoz.,Distr.+ Komm. Ges.
= ((1v=q)) A ((DA(gv-p)) A—q —pvp = 1

= 1a(qv—p) Aq (1v=q) =1,(1a=q) = —q



Diese Schaltung wird mit der Aussagenlogik beschrieben durch:

((=pv=ag)vp) A ((pr@)v=1p) g

= ((=pvp)v=q)) A ((pv=p) A (qv—Dp)) A—q Assoz.,Distr.+ Komm. Ges.
= ((1v=q)) A ((DA(gv-p)) A—q —pvp =1

= 1A(gv—p) A—q (1v=q) =1,(1a=q) = —q
= (qv-p)a—gq (Inr) =7



Diese Schaltung wird mit der Aussagenlogik beschrieben durch:

((=pv=9)vp) A ((pAQ)v—p) g
= ((ﬂpvp)v—lq)) A ((pv—lp) A (qv—lp)) A—q Assoz.,Distr.+ Komm. Ges.

= ((1v—q) A ((M)A(qv—p)) Aq _pvp =1
= 1a(qv-p) Aq (1v=q) = 1,(Ar=q) = —q
= (qv-p)Aa—q (1ar) =1

— (q/\—lq) V (—,p/\—|q) Distrib. Ges.



Diese Schaltung wird mit der Aussagenlogik beschrieben durch:

((=pv=9)vp) A ((pAQ)v—p) g
= ((ﬂpvp)v—lq)) A ((pv—lp) A (qv—lp)) A—q Assoz.,Distr.+ Komm. Ges.

= ((1v=q)) A ((D)A(gv—-p)) A—q -pvp =1

= 1A(gv—p) A—q (1v=q) =1,(1a=q) = —q
= (qv-p)a—gq (Inr) =7

— (q/\—lq) V (—,p/\—|q) Distrib. Ges.

= OV(_Ip/\_Iq) (q/\_IC[) =0



Diese Schaltung wird mit der Aussagenlogik beschrieben durch:

((=pv—q)vp) A ((pAq)v—p) Ag

= ((=pvp)v=q)) A ((pv—p) A (qv—p)) A—q
= ((1v=q)) A ((M)A(gv—p)) A—gq

= 1A(qv—p) Aq

= (qv-p)A—q

= (qra—q) v (-pr—q)

= 0v(—pr—q)

= (=p A q)

Assoz.,Distr.+ Komm. Ges.
-pvp =1
(1v=q) =1,(1r=q) = g
(Iar) =71

Distrib. Ges.

(qr—q) = 0
(Ovr)=r



Das bedeutet, dass die obige Schaltung aquivalent ist zur

Schaltung:
Q—® ®—Q

(=p A =q)




Also




1.4 Boolsche Algebra

Zusammengefasst sehen wir: Die Algebra der Aussagenlogik, die
Mengenalgebra und die Schaltalgebra haben die gleiche Struktur. Dies
fahrt zur

Definition 1.6:

Die gemeinsame Struktur von Aussagenlogik, Mengenalgebra und
Schaltalgebra wird abstrahiert und heif3t dann Boolesche Algebra.

Anders gesagt: Die Algebra der Aussagenlogik, die Mengenalgebra und
die Schaltalgebra sind Boolesche Algebren (s. Tabelle)



Konjunktion

Aussagenlogik

Mengenalgebra

AnB

Schnittmenge

Schaltalgebra

Reihensch

Disjunktion

AUB

Veremmgung

O |—"\1
L yg—

Parallelsch.

Negation

CA
Fomplement
von A zu M

)
=7 }o

Schalteramk sbr

Jucht”

Eins

M
Grundmenge

o—O
geschlossen

Eimnselement

Null

¢

leere Menge

Boolesche Algebren

O—ilk —i
offen

MNullelement




1.5 Die Menge der reellen Zahlen

Ausgehend von der Menge der naturlichen Zahlen N:={0,1,2,3, ...}
kann man durch sukzessive Erweiterung der Rechenoperationen die

ganzen Zahlen Z, dann die rationalen Zahlen Q und schliefilich die
reellen Zahlen R einftihren.



1.5 Die Menge der reellen Zahlen

Ausgehend von der Menge der naturlichen Zahlen N:={0,1,2,3, ...}
kann man durch sukzessive Erweiterung der Rechenoperationen die

ganzen Zahlen Z, dann die rationalen Zahlen Q und schliefilich die
reellen Zahlen R einftihren.

Zwel natlrliche Zahlen kann man addieren und erhalt dann wieder eine
natUrliche Zahl. Die Subtraktion a - b zweler nattrlicher Zahlen flhrt
aber zu ,,negativen* Zahlen, wenn b grof3er 1st als a. Deshalb erweitert
man die nattirlichen Zahlen zur Menge der ganzen Zahlen. Das ist die
Menge der negativen und positiven naturlichen Zahlen sowie die Zahl O:

Z:=1{...-3,-2,-1,0,1,2,3, ...}




Die Rationalen Zahlen

Die ganzen Zahlen kdnnen miteinander multipliziert werden und man
erhalt wieder ganze Zahlen. Wenn man aber ganze Zahlen
durcheinander dividiert, entstehen im Allgemeinen ,Briiche”, die man
nicht immer zu einer ganzen Zahl , kirzen“ kann.

Dies motiviert die Erweiterung der ganzen Zahlen zur Menge der
rationalen Zahlen. Das ist die Menge aller Briiche von ganzen Zahlen:

Q:={p/q | peZqel q+ 0}



Die Rationalen Zahlen QQ
Es gilt:
Wenn peQ,undgeQ
dannsindauch,p+qg, p—q,p-q, p/gfirg+ 0in Q
ebenso ist
p’eQ
Aber was ist mit V2 ?

Man kann aber zeigen, daR /2 keine rationale Zahl ist (Hippasos).

Ebenso sind die Zahlen  und die Eulersche Zahl e nicht in Q.



Die Reellen Zahlen R

Diese Zahlen (z.B. V2, m oder e ) werden mit Hilfe von
Naherungsverfahren approximiert. Es entstehen dabel Zahlenmengen,
genannt Folgen (genauer: Cauchy Folgen), die sich in der Nahe eines
Wertes, des Grenzwertes g, immer mehr verdichten. Man sagt: Die
Folgen konvergieren gegen den Grenzwert g.

Die Besonderheit dieser Folgen ist, dass die Folgenglieder rational sind,
aber der Grenzwert nicht.



Zum Beispiel, die Zahlenfolge

I+DLA+H2A+H3 A+, (1+2)100, (1 +-2)1000 (14 _1 10000

100 1000 10000

2 , 225 ,237,..,259374,. . .2.70484,... ,2.71692, .. .. ,2.71815

d.h. die Zahlen (1 + 2)™ fiir immer weiter wachsende n eN, konvergieren gegen
den Grenzwerte = 2.71828 ... ... die (nicht rationale) Eulersche Zahl!



e- Folge grafisch

10

20

http://sn.pub/HP3F9d



http://sn.pub/HP3F9d

anderes Beispiel:
Babylonisches Wurzelziehen +/2:

22+ 1), JA5+2), 214166 + 1), 2(1.4122 + 2,

1.4166 1.41422

1.5 , 1.4166.. , 1.41422.. , 1.41421..,

d.h. die iterative Folge a,+; = 3(a, + %) flr immer weiter wachsende
n eN, konvergiert gegen den (nicht rationalen) Grenzwert

g=+2=141421.....



BegrUndung: Ein Rechteck mit der Grundlinie a,, >2 und der

Hohe = hat den Flacheninhalt a, £ =2 . Durch Mittelwertbildung

an a’n

zwischen Grundlinie und Hohe entsteht ein neues Rechteck

mit der Grundlinie a, ;1 = (an ) der HGhe und dem Flacheninhalt

An+1
2
an+1.m—2.




Daraus ergibt sich die
Iterationsformel fur die Grundlinie:

Apn+1 = %(an + %)

Geometrisch ist klar, dass die Grundlinie immer kleiner wird und die HOhe immer
groer und das entsprechende Rechteck zu einem Quadrat mit dem Flacheninhalt 2

,.konvergiert*.



Wenn man nun alle solche konvergenten Folgen, deren Grenzwerte
nicht in Q liegen, einbezieht, entsteht eine erweiterte Menge. Damit
wird die Menge der rationalen Zahlen Q@ wiederum vervollstandigt zur
Menge der reellen Zahlen R. R besteht dann neben Q aus allen
Grenzwerten von konvergenten Folgen.



Wenn man nun alle solche konvergenten Folgen, deren Grenzwerte
nicht in Q liegen, einbezieht, entsteht eine erweiterte Menge. Damit
wird die Menge der rationalen Zahlen Q@ wiederum vervollstandigt zur
Menge der reellen Zahlen R. R besteht dann neben Q aus allen
Grenzwerten von konvergenten Folgen.

Eine letzte Erweiterung ist notwendig, wenn man alle Losungen von
quadratischen Gleichungen wie x2 + 1 = 0 hinzuflugt. Dies fuhrt dann zu
den komplexen Zahlen C .

Es gilt also :

NcZcQcRcC






Eigenschaften der reellen Zahlen R sind:

e Die Operationen +, -+, : fihren nicht aus R hinaus.

e R ist geordnet, das heil3t, fiur a,b € R mita # b gilt
Immer a < b oder a > b.

e R ist Uberall dicht, das heilit, fiir a,b € R mit a #

b gibt es immer eine Zahl c = 22 € Rmita < ¢

2
undc < b
e R ist vollstandig, das heil3t, alle Cauchy-Folgen haben
Grenzwerte in R.



Die reellen Zahlen R kdnnen dargestellt werden durch die Zahlengerade

| | >
0 1

Anfangspunkt MafRstab Orientierung

Man sagt: R ist ein vollstandiger geordneter Korper



