Komplexe Zahlen und
komplexe Abbildungen
Tell 1



Komplexe Zahlen erweitern den Bereich der reellen Zahlen. Dies ist
nicht nur eine rein mathematische Erweiterung (man kann nun alle
quadratischen Gleichungen 10sen), sondern komplexe Zahlen flihren
auch mit Hilfe der Eulerschen Gleichungen zu vereinfachten
Schreibweisen in der Elektrotechnik.

Themen sind

* EiInfuhrung komplexer Zahlen

* Gaullsche Zahlenebene

« Komplexwertige Funktionen (Potenz,Wurzel, Logarithmus)
« Konforme Abbildungen



3.1 EinfUhrung in die komplexen Zahlen

Die Gleichung x2 + 1 = 0 hat keine reellwertige Losung. Das hell3t, es gibt
keine reelle Zahl x mit x2 = —1.

Wie wir spater sehen werden, ist die Gleichung x2 = —1 im Komplexen nicht
eindeutig losbar, wenn man den Definitionsbereich der Wurzelfunktion in

den negativen Zahlenbereich erweitert
Dort wird gezeigt, dass gilt v—1 = +j.



Definition 3.1:

Man erweitert daher die Zahlen zunachst um die imaginare Einheit j mit der
Eigenschaft

(3.1) 2 =—1.

Bemerkung

Wir bezeichnen die imaginare Einheit nicht mit i, sondern mit j, da in der
Elektrotechnik der elektrische Strom mit i1 bezeichnet wird.



Definition 3.2:
e Die Menge {jb mit b € R} heilst Menge der imaginaren Zahlen.
e Die Menge C :={ a +jb mita e Rund b € R} heilst Menge der komplexen
Zahlen.
e Seiz=a+jbeC, dann heilt a = Re(z) Realteil und
b = Im(z) Imaginarteil von z (ohne j!).



Definition 3.2:
e Die Menge {jb mit b € R} heilst Menge der imaginaren Zahlen.

e Die Menge C :={ a +jb mita e Rund b € R} heilst Menge der komplexen

Zahlen.
e Seiz=a+jbeC, dann heilt a = Re(z) Realteil und
b = Im(z) Imaginarteil von z (ohne j!).

Wenn a € R, dann ist a +j0 € C. In diesem (Mengen-) Sinne gilt:
RcC
Da die Rechenoperationen +,—, -, :In R sich auch in C fortsetzen lassen, ist C

eine Erweiterung von R (man spricht auch von Korpererweiterung )



3.2 Darstellung in der Gaulsschen Zahlenebene

Sel z e C. Man kann dann z grafisch in einer Ebene darstellen, indem man den
Realteil waagerecht und den Imaginarteil senkrecht dazu auftragt. Diese Ebene
wird Gaulische Zahlenebene oder komplexe Ebene C genannt

Im

z = a+jb




Dann heif3t
z=a+ jbdie kartesische Form von z und

Z :=a- jbdie konjugiert komplexe Zahl von z



Dann heif3t
z=a+ jbdie kartesische Form von z und

Z :=a- jbdie konjugiert komplexe Zahl von z

Wenn man den Realteil und den Imaginarteil von z in Polarkoordinaten
(Kap. 2.3) beschreibt, erhalt man die trigonometrische oder
Polarkoordinatenform von z:

Z=rcosq +]rsino,
wobel gilt:

r=|z| =vzzZ =+Va? + b2



Mit der Eulerschen Formel
el = cosp +jsing
ergibt sich aus der trigonometrischen Form die Exponentialform von z:

7=rel?®



Mit der Eulerschen Formel
el = cosp +jsing
ergibt sich aus der trigonometrischen Form die Exponentialform von z:

7=Tr ej‘P
kartesisch polar exponentiell
a+ijb rcos (@) +jrsin (@) r el®
{a:r COS @ r=+a?+ b2 i
o o b Z=re
b=71 sing _
( = arctan (E)




3.3 Rechnen mit komplexen Zahlen

3.3.1 Addition und Subtraktion
Selzy = ay +jb;und z, = a, + jb,, dann ist

z =712, =a;  a, +j(by + by).



3.3 Rechnen mit komplexen Zahlen

3.3.1 Addition und Subtraktion
Selzy = ay +jb;und z, = a, + jb,, dann ist

z =712, =a;  a, +j(by + by).

Z=21+2,

Addition




3.3 Rechnen mit komplexen Zahlen

3.3.1 Addition und Subtraktion
Selzy =ay +jbyund z, = a, + jb,, dann ist

z =712, =a;  a, +j(by + by).

Im

Z=2z+2, Im

Addition } Subtraktion

Z=2-2




Beispiel 3.2:

(15+)P)+(A+2D=@A5+1)+(1+2)=25+3]

(15+)-(1+2)=(1,5-1)+jJ(1-2)=0,5-]



3.3.2a) Multiplikation und Division (in Exponentialform)
Sei z; = 1y €)1 und z, =, e)?2, dann ist

- Z T : —
Z =Z1Zy =11y e](‘Pl"'(Pz) bzW. 7 = i — é e](‘Pl (Pz)_



3.3.2a) Multiplikation und Division (in Exponentialform)
Sei z; = 1y €)1 und z, =, e)?2, dann ist

- Z T : —
Z =Z1Zy =11y e](‘Pl"'(PZ) bzW. 7 = i — é e](‘Pl (Pz)_
Im

A Z=212>

Multiplikation

P1+Q2
Zq

P2

X : » Re




3.3.2 Multiplikation und Division
Sei z; = 1y €)1 und z, =, e)?2, dann ist

- Z T : —
Z = Z1Zy =111y e](‘Pl"'(Pz) bzW. 7 = 1_ 1 e](‘Pl (PZ)_
Im

A Z=212>

Multiplikation Division

r4l
P14+ @2 P2 /

Zq

() - » Re

/ P1—-P2
a - » Re

Z= 21122



Beispiel 3.4:

Gegeben seien z; = 2 €% und z, = 1,3 ¢%83). Dann ist;

z=2, 2,=2 -1,3e(052+083)] — 9 ¢ o1,35]

bzw.

21 _ 2 £i(0,52-0,83)j — 769 o—0.31]

£ = Z9 1,3



3.3.2b) Multiplikation und Division (in kartesischer Form)

Dies ist etwas aufwendiger als in exponentieller Form!

Multiplikation :

Sel zy = ay +jbyund z, = a, + jb,, dann ist

z=2y-2; =(a; +jby) - (a; +jby)=(aia; — byb;) +j(a,b; + azby)
Beispiel:

2+3)- 1+j4)=02-12) +j(8+3) = —-10+j11



Division:

Selzy = ay +jb;und z, = a, + jb,, dann ist

Zy _ Iy _ (ay +jby) _Z1°2Zp _ (a; +jbi)(a; —jby) _
Z, Zy (ap+ijby) zp -7 |z, |2
(a1a2+b1b2)+j(b1a2—a1b2): (ajaz+b1by) . (byaz—aiby)

J

a22+b22 a22+b22 a22+b22
Beispiel:

(2+j3) (@2+12)+j(3-8) 14—j5 14 5

(1+j4) 12 + 42 “1+16 17 ‘17




3.3.3 Potenzieren

Seiz =rel?, dannist firn € N
Zz" = elne®,
Mit Hilfe der Eulerschen Formel eJ¥ = cos ¢ + jsin ¢ ergibt sich dann

die Formel von Moivre:

z" =r"cos(ng) +jr*sin(ng),n €N



Beispiel 3.5:
Gegeben sei z = 3 e% | gesucht ist z3. Dann ergibt sich mit

z = 3(cos(0,5) + j sin(0,5))
und der Formel von Moivre:
z3 =27 e¥ = 27(cos(1,5) +jsin(1,5))

=27-0,0707 +j 27 - 0,997

= 1,90 +j 26,93



3.3.4 Wurzelziehen

Die Wurzelfunktion ist zunachst nur fur positive reelle Zahlen definiert.

Wir erweitern nun die Wurzelfunktion auf komplexe (damit auch auf
negative) Zahlen, indem wir die Exponentialform

z =71 el?
benutzen. Dabei entstehen wegen der Periodizitat der e Funktion

z=rel? =rel@tk2n) firalle k € Z

(wegenr cos @ + jrsin@ = rcos(p + k 2m) + jrsin(p + k 2m) !)
mehrdeutige Losungen .

Wenn wir diese Erweiterung betonen wollen, sprechen wir von
komplexen Wurzeln.



Begrindung: Sel
z=re?,

dann gilt auch
z =1 @+k2m firalle k € Z
wegen der Periodizitat der e Funktion. Wir nehmen an, es gibt eine Wurzel
a = ayel® von z mit

(gesucht sind agund a!)
z=a" = (ay)"e)"?,

dann gilt
7 = 1 el(@+k2m) _ (ao)nejna



und somit

(1) r = (ap)" (Gleichheit der Betrage)
und
(2) (p + k21) = na (Gleichheit der Phasenwinkel).

Aus (1) folgt
ap = \r
und aus (2) folgt

(¢ +k2m)
- n

furalle k e Z.

a



Zusammengefasst ergeben sich die Wurzeln:

P+k 21T

wy=a= %z= Yre n firallekeZ.

Das sind unendlich viele! Wegen der Periodizitat gilt jedoch fur die Wurzel

j(q0+(k+n)2n) .(<p+k Zn_l_n Zn)
= \re n = 3re\ n noJ = wy

fur ke{0,1,2,...,n— 1}

Wk+n

und somit sind nur n Wurzeln verschieden!



Zusammengefasst ergeben sich die Wurzeln:

P+k 21T

wy=a= %z= Yre n firallekeZ.

Das sind unendlich viele! Wegen der Periodizitat gilt jedoch fur die Wurzel

j(q0+(k+n)2n) .(<p+k Zn_l_n’Zn)
= \re n = 3re\ n ) = wy

fur ke{0,1,2,...,n— 1}

Wk+n

und somit sind nur n Wurzeln verschieden!



Zusammengefasst ergeben sich die Wurzeln:

P+k 21T

wy=a= %z= Yre n firallekeZ.

Das sind unendlich viele! Wegen der Periodizitat gilt jedoch fur die Wurzel

. <p+(k+n)27r) .(<p+k 2T )
+21
= nTe]( n ="\/re] n = Wg

fur ke{0,1,2,...,n— 1}

Wk+n

und somit sind nur n Wurzeln verschieden!



Zusammengefasst ergeben sich die Wurzeln:

P+k 21T

wy=a= %z= Yre n firallekeZ.

Das sind unendlich viele! Wegen der Periodizitat gilt jedoch fur die Wurzel

j(<p+(k+n)2n) .(g0+k Zn)
Witn = T € n =3re\ n J=w,

fur ke{0,1,2,...,n— 1}

und somit sind nur n Wurzeln verschieden!



Beispiel 3.6:
Seienz=—1und n = 2; gesucht ist wy:= V—1.

Mit z = —1=¢l7 gilt:

TT+k 21T TT+k 21T

wp= V=1= V1e 2 =¢e" 2z fir ke{0,1}

Also gibt es zwei Wurzeln (das sind die Losungen von x% = —1) (s. Abb. 3.7):

WO = €]E= ] und W1= ej(E-HT): —J



-1.07

Abb.3.7: Grafische Darstellung von wy,: = V=1= +j



Beispiel 3.7:
Seien z = —1und n = 5; gesucht ist wy:= V—1.

Mit z = —1=¢l7 gilt:

TT+k 21T TT+k 21T

Wk:= E{/—_ — i/T e] 5 — e] 5 fu7” k € {O; 1;2;3;4}

Also gibt es 5 Wurzeln (s. Abb. 3.8):



T+0 21T 7'[

wo=¢e 5 e’s = 0,81 + 0,59j
TT+2TT 31T
wy=¢ 5 =¢e5 =-0,31+0,95j
mT+41 Sm
W, =¢€ 5 — e] 5 = —1
TT+6T 7TC

wy;=e 5 =¢e5 =-0,31—0,95]

TT+81 91T

w,=¢e" 5 =¢35 =0,81-,0,59




-0.31+0.957

0.81+0.597

-1.0

0.81-0.5917

-0.31-0.957

Abb.3.8: Grafische Darstellung von wy: = =1 = +j



Beispiel 3.8: Grafische Darstellung von komplexen Wurzeln aus (-1+j)
(s. Abb. 3.9):

Wy = V—14+jfurn=2,34und 5



0.46+1.117

Im
A
Z
» Re
-0.46-1.17
J-1+]j
-0.61+0917F |,
“ 0.91+0.617

Re

-0.91-0.6117

0.61-09117

d-1+j

Abb.3.9: Grafische Darstellung von wy: = §/—1+j

0.79+0.797

-1.1+0.297
Re
0.29-1.17
—J’ -1+j
-0.17+1.11
Im
z ..
TN 0.95+0.49
-1.1+0.174
‘ Re
0.76-0.767

-0.49-0.957

\/5-11-}



Grafische Darstellung von Wurzeln aus -1+j. CDF-Animation LINK zu Abb. 3.8 und
3.9. Nur mit CDF-Player abspielbar.
http://sn.pub/GatsAz



http://sn.pub/GatsAz

3.3.5 Logarithmieren

Die Logarithmusfunktion ist wie die Wurzelfunktion zunachst nur fir positive
reelle Zahlen definiert. Wenn man auch die Logarithmusfunktion auf komplexe
Zahlen erweitern will, dann benutzt man die Exponentialdarstellung z = r )¢ .

Da diese periodisch, d.h. unendlich-vieldeutig ist, erhalt man auch hier
mehrdeutige Losungen. Allerdings sind das unendlich-vieldeutige Losungen.

Seiz=rel? =relletk2n) fir ke
dann ist:
Inz =In (r P2 V= nr +j(e + k 27) fir k € Z
logz=Inr +j ¢ heilt Hauptwert vonInz (k = 0).



Im(z)

A l In(r)+j(@p+4r7)

4’ In(r)+j(@+27)

In(-a)=In(a)+jrr

In(r)+j@=Hauptwert

P Re(z)

‘. In(r)+j(g-2r1)
Abb. 3.10 Grafische Darstellung von log z und log(-a)



Beispiel 3.9:
Seia > 0und z = —a = @/™. Daraus folgt Log(—a) = In(a) +jr
(s. Abb. 3.10).

Somit ist der Logarithmus von negativen (reellen) Zahlen als komplexe Zahl
definiert!



Beispiel 3.9:
Seia > 0und z = —a = @/™. Daraus folgt Log(—a) = In(a) +jr
(s. Abb. 3.10).

Somit ist der Logarithmus von negativen (reellen) Zahlen als komplexe Zahl
definiert!

Beispiel 3.10:
a)Seiz=—1=1e/".
Daraus folgt logz=lnl+jn=jm.

b) Seiz =3 +j4 = 5e 29,
Daraus folgt logz=1n15+j0,93 = 1,6 +j 0,93.



