Zahlenfolgen

In diesem Kapitel werden Begriffe wie Zahlenfolgen,Konvergenz und
Grenzwerte eingefuhrt. Folgen, die Grenzwerte haben, liefern Aussagen
tiber die ,,Feinstruktur® der reellen Zahlen und erweitern die Menge der
rationalen Zahlen @Q zur Menge der reellen Zahlen R. Indem man
Grenzwerte von konvergenten Folgen hinzunimmt, werden die reellen
Zahlen ,,vollstindig®. Dazu gehoren die bekannten Konstruktionen
Irrationaler Zahlen wie e und . Grenzwerte von Folgen bilden auch die
Grundlage fur die Analysis und eroffnen den Zugang zur Differential-
und Integralrechnung.



4.1 Zahlenfolgen

Die einfachste und bekannteste Zahlenfolge ist die der nattrlichen
ZahlenN = {1, 2,3, ...,n,... }. Sie ist geordnet und hat unendlich viele
Elemente. Die Werte Ubersteigen auch alle Grenzen. Interessantere

~olgen sind jedoch solche Folgen, die Grenzwerte haben, z.B.

(., 1 1 1

LU } Hier haufen sich die Werte in der Nahe von 0.Wir

beginnen zunachst mit den formalen Definitionen.
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Definition 4.1:
(1) Eine geordnete Menge von (reellen oder komplexen) Zahlen
{a,a,,as,...,a,, ..} = {a,},.y heilst Zahlenfolge oder Folge.

(2) Die Zahlen a,;,n € N heilien Folgenglieder oder Elemente der Folge.
(3) Eine Folge {a,, }.,en heillt konvergent und hat den Grenzwert g,
wenn gilt: Fur alle (noch so kleine) € > 0 gibt es ein n, € N, sodass

far alle n > n, gilt

|an_g| < €



Formale Schreibweise von (3) mit Quantoren:

AV N\da-g <o

E>0 mnp€eEN n>n

Andere Schreibwelsen:
{a, }en 1St konvergent mit dem Grenzwert g genau dann, wenn

lim a,, = godera,, - g, n— .

n—-0o

Wir fassen zunachst die wesentlichen Eigenschaften und Begriffe von
Folgen zusammen und zeigen dann an Beispielen das verschiedene
Verhalten von Folgen.



Bemerkung 4.1:

(1) g ist Grenzwert, wenn In einer beliebig kleinen e-Umgebung
U.(g) = (g —¢&,g+ ¢€) von g fast alle (d.h. alle bis auf
endlich viele) Elemente der Folge liegen.

(2) Eine konvergente Folge hat nur einen Grenzwert.

(3) Wenn eine Folge monoton wachsend und nach oben beschrankt
Ist, ISt sie konvergent, auch wenn der Grenzwert nicht bekannt
Ist (zum Beweis s. G. Barwolff 2006, S. 83).

(4) Wenn eine Folge nicht konvergent ist, heilit sie divergent.
(5) Eine Folge mit lim a,, = 0 heif3t Nullfolge

n—>00



Beispiel 4.1:
Betrachte die Folge {a,, },,en = {1} " dann gilt lim 2 =0,dh.
ne

n n—-oon

{%} . Ist eine Nullfolge, denn fir eine (beliebig kleine) e-Umgebung
ne

von 0, U.(0): = (—¢, ), liegen fast alle Elemente der Folge in U.(0).
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Das helldt: Wenn ¢ = Hlo Ist, dann liegen alle Elemente a,,

ny = 100 in U.(0) und 99 auBerhalb.
Wenn ¢ = Tloo Ist, dann liegen alle Elemente a,, = % mitn >n, =1000

in U.(0) und 999 aulerhalb

(s. Abb. 4.1).
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Abb. 4.1. Nullfolge 1/n. Im Video LINK sieht man, wie sich die Folgenelemente von oben dem Grenzwert
0 ndhern, dass nur endlich viele Folgenelemente auf3erhalb von U_(0) liegen und wie die Anzahl ny der
auBerhalb von U_(0) liegenden Folgenelemente endlich bleibt, wenn & kleiner wird.
https://sn.pub/L WUANE
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Beispiel 4.2: e-Folge (s. Abb. 4.2).
1 n
a, = (1 + ;) , neN
Die Folge ist monoton wachsend, d.h. die Folgenelemente werden immer

groler, aber sie ist auch beschrankt nach oben. Man kann zeigen, dass
a, < 3 gilt. Damit ist die Folge konvergent. Der Grenzwert ist

lim (1 +%)n —e=2718...

n—00
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Abb. 4.2. e-Folge (1 + %) . Im Video LINK sieht man, dass nur endlich viele Folgenelemente auRerhalb von

U_.(e) liegen, wie sie sich dem Grenzwert 0 ndhern und wie die Anzahl ny der auBerhalb von
U.(0) liegenden Folgenelemente endlich bleibt, wenn & kleiner wird.
https://sn.pub/HP3F9d
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Beispiel 4.3: die Folge
a,=1+(-1)"1/n, neN

Die Folgenelemente konvergieren von zwel Seiten zum Grenzwert (S.
Abb. 4.3)

lima,=0+C1D"1/n)=1

n—-0o
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Abb. 4.3. Die Folge (1 + - ). Im Video LINK sieht man, wie die Folgenelemente sich alternierend von

oben und unten dem Grenzwert 1 ndhern, dass nur endlich viele Folgenelemente auBerhalb von U_(1)
liegen und wie die Anzahl ny der auBerhalb von U.(0) liegenden Folgenelemente endlich bleibt, wenn &
kleiner wird.

https:// sn.pub/h3NdDo
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Beispiel 4.4: Folge mit zwel Haufungspunkten.

Die Folge a,= ((—1)" + %) hat die beiden Haufungspunkte h;=1
und h,= —1 und ist damit divergent (s. Abb. 4.4).



+ —1+€

Abb. 4.4. Die Folge ((—1)™ + %). Im Video LINK sieht man, wie die Folgenelemente sich alternierend dem

oberen Haufungspunkt h; = 1 und dem unteren Haufungspunkt h, = —1 nahern. Damit gibt es keinen
Grenzwert der Folge.
https://sn.pub/jnqguk
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Beispiel 4.5: Divergente Folge a,,= n3 (s. Abb. 4.5)

Die Folge a,, = n3 geht gegen oo, d.h., die Folge wachst tber alle
Grenzen. Fur jede beliebig grofie Zahl G gibt es ein a,,, sodass gilt a,, >
G. Sie hat also keinen Grenzwert und ist damit divergent.
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Abb. 4.5. Die Folge n3
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Komplexwertige Folgen

Statt

Folgen mit reellen Zahlen kann man auch komplexwertige Folgen

betrachten, die gegen einen Grenzwert g € C konvergieren. Der
Konvergenzbegriff ist dann vollig analog definiert. Hier ist die &-

Umg
dem

Beis
Das

ebung U.(g) von g eine Kreisflache mit dem Mittelpunkt g und
Radius «.

n
viel 4.6: Fiir z, = (L) + g gilt limz, = g.

n+j n—-oo
neildt, die komplexe Folge {z,, }.,en ».Spiralt” gegen den Grenzwert g

(s. A

0b. 4.6).
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Abb. 4.6. Die Folge z,, = (1%]) + g. Im Video LINK sieht man, wie die komplexe Folge {z,,} mit wachsendem n

in die e-Umgebung U.(g) hineinwandert und zum Grenzwert g konvertiert.
https://sn.pub/7Bx26Y
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