Integralrechnung im
Mehrdimensionalen

3. Teil
Rohrenansatz und Cavalieri



,Rohrenansatz”

Bei rotationssymmetrischen Korpern gibt es eine Variante der
Dreifachintegration mit Zylinderkoordinaten, die die Volumenberechnung auf
ein einfaches Integral reduziert.

Betrachte einen Korper mit den Grenzen

z,(r) < z(r) < z,(r)
(V) = ST <71y
0<¢p<12nm



Dann ist

Q=21 Tr=rg Z,(1)

= [ rae= [ f ] rananas

r=r;

Wegen der Rotationssymmetrie gilt:

Ta Zo(T) r=ra

= 27 J J rdz)dr = f 2T T (2,0 —z,)dr

r=r; r=rj h(r)




Mit der ,,Hohe*
h(r) = (Zo (r) — Zu(r))

Und der ,Wanddicke” dr

wird der Korper ,,zerlegt” in konzentrische R6hren mit der Wanddicke dr
und der Hohe h(r). Und wir erhalten das einfache Integral

r=rg

V = f 2mr h(r) dr

T:Ti



Das Volumen berechnet sich also durch ,, Aufaddieren” (und
Grenzwertbildung) der Volumina dv = 2nr h(r) dr, d.h. von
konzentrischen Rohren mit dem Umfang 2nr, der Wandstarke dr und der

Hb6he h(r) =z,(r) — z,(r).

Die Rohre, abgerollt als ,,Quader” der Wandstarke dr hat die Form:




Beispiel 17.12:
Berechne das Volumen des Korpers, der durch Rotation der Funktion
z=f(x) =cos(x) mitxe [Oﬂ und 0 < z < cos(x)

um die z-Achse entsteht. Also setzen wir x = r und damit cos(x) — cos(r).
Die Grenzen des Korpers sind dann

0 < z(r) < cos(r)

I
(V) = OSTSE

0<¢p<12nm



Dann ist das Volumen des Korpers

T

=2 T=73 cos(r) r_
fff 1 dv = f f f rdz)dr)de = 2m f r cos(r) dr
Z 7" = r=0

Mit Hilfe des R6hrenansatzes reduziert sich die Rechnung auf die einfache

Integration
T

=2
J 2w rcos(r)dr =n(r—2) = 3,586



Andere Interpretation:
Mit der ,,Hohe*

h(r) = (Zo (r) — Zu(r)) = cos(r)
Und der ,Wanddicke” dr

wird der Korper ,,zerlegt” in konzentrische R6hren mit der Wanddicke dr
und der Hohe h(r). Und wir erhalten das einfache Integral

r=
V = f 2w rcos(r) dr = n(mr — 2) = 3,586
r=0



Volumenberechnung eines Kaorpers, erzeugt durch Rotation von

cos(X) mit ,,R6hrenansatz
http://sn.pub/IsxQga



http://sn.pub/IsxQga

Beispiel 17.13:

Berechne das Volumen des Korpers, der durch Rotation der Funktion
z=f(x)=sin(x) mitxe|l0,m] und 0 <2z <sin(x)

um die z-Achse entsteht. Also setzen wir x = r und damit sin(x) — sin(r).

Die Grenzen des Korpers sind dann

0 <z(r) <sin(r)
(V) = 0<r<m
0<¢p<12nm



Dann ist das Volumen des Korpers

sin(r) r=2
fffl dv = f f er_ rdz)dr)de = 2n =fo rsin(r) dr

Mit Hilfe des R6hrenansatzes reduziert sich die Rechnung auf die einfache
Integration

V= 2 rsin(r) dr = 2n?% = 19,74



Andere Interpretation:
Mit der ,,Hohe*

h(r) = (Zo (r) — Zu(r)) = sin(r)
Und der ,Wanddicke” dr

wird der Korper ,,zerlegt” in konzentrische R6hren mit der Wanddicke dr
und der Hohe h(r). Und wir erhalten das einfache Integral

r=m
V = f 21 r sin(r) dr
r=0



Volumenberechnung eines Korpers, erzeugt durch Rotation von

sin(X) mit ,,R6hrenansatz
http://sn.pub/nonaUv



http://sn.pub/nonaUv

Das Prinzip von Cavalier;i

Durch Rotation einer Funktion z = f(x) mit x € |a, b]Jum die x-Achse entsteht ein
rotationssymmetrischer Korper.

Das Volumen berechnet sich durch ,, Aufaddieren” und Grenzwertbildung von
Kreisscheiben S(x) = f(x)? mit den Radien f(x)

und den Volumina dv = m f(x)? dx.
Das heil3t

X=Db

V= f T f(x)* dx

X=a



Beispiel 17.14:
Berechne das Volumen des Kdrpers, der

durch Rotation der Funktion z = f(x) = sin(x) mit x € |0, | um die x-Achse
entsteht

Dann ist das Volumen:

X=TC X=TC
2

V= f S(x)dx = f 1 (sin(x))?dx = % = 4,935

x=0 x=0



http://sn.pub/EpH8wZ



http://sn.pub/EpH8wZ

