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Dreifachintegralen mit Kugelkoordinaten

Ein Punkt P im Raum ℝ3 wird dann beschrieben durch die die Winkel 
𝜗, 𝜑 und den Radius 𝑟, d.h. P = 𝑟, 𝜗, 𝜑



Die Umrechnung von Kugelkoordinaten in kartesische Koordinaten 
erfolgt mit den Formeln :

𝑥 = 𝑟 sin 𝜗 cos 𝜑
𝑦 = 𝑟 sin 𝜗 sin 𝜑

𝑧 = 𝑟 cos 𝜗

Die Funktionaldeterminante D ist dann :
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= 𝑟2 sin 𝜗

Das „Volumenelement“ in Kugelkoordinaten ist somit:

𝑑𝑉 = 𝑟2 sin( 𝜗)𝑑𝑟𝑑𝜑𝑑𝜗



Das „Volumenelement “ in Kugelkoordinaten

𝑑𝑉 = 𝑟2 sin( 𝜗)𝑑𝑟𝑑𝜑𝑑𝜗



Das Volumenelement “ in Kugelkoordinaten in der Halbkugel

http://sn.pub/lHyjuJ

http://sn.pub/lHyjuJ


Beispiel 17.15:

Berechne das Volumen einer Kugel mit dem Radius R. Die Grenzen in 
Kugelkoordinaten sind

𝑉 =
0 ≤ 𝜗 ≤ 𝜋
0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅
0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋



Dann ist das Volumen: D
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𝜑=0

𝜑=2𝜋

( න

𝑟=0

𝑟=𝑅

( න

𝜗=0

𝜗=𝜋

𝑟2 sin(𝜗)𝑑𝜗)𝑑𝑟)𝑑𝜑

= 2𝜋 න

𝑟=0

𝑟=𝑅

( න

𝜗=0

𝜗=𝜋

𝑟2 sin 𝜗 𝑑𝜗) 𝑑𝑟 = 2𝜋
𝑅3

3
න

𝜗=0

𝜗=𝜋

sin 𝜗 𝑑𝜗

= 2𝜋
𝑅3

3
−cos 𝜗 𝜗=0

𝜗=𝜋 =
4

3
𝜋𝑅3



Beispiel 17.16:

Volumen eines „Kugelstücks“ 

Die Grenzen sind gegeben durch:

𝑉 =
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Dann ist das Volumen:
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Kugelabschnitt in Kugelkoordinaten



Beispiel 17.17 „Eistüte“ 
Gegeben seien die Grenzen eines Körpers (s. Abb. 17.32):

𝑉 =

0 ≤ 𝑟 ≤ cos 𝜗

0 ≤ 𝜗 ≤
𝜋

4
0 ≤ 𝜑 ≤ 2𝜋



Kugelabschnitt in Kugelkoordinaten



Dann ist das Volumen:
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